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ABSTRACT
The i n v a r i a n c e  c o n t r o l  o f  t u b u l a r  p r o c e s s e s  g o v e rn e d  b y  a  sy s te m  
o f  s im u l ta n e o u s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w as c o n s id e r e d .  A s h e l l  
a n d  tu b e  h e a t  e x c h a n g e r  w h ic h  i s  u s e d  t o  s e p a r a t e  w a te r  fro m  a  g a s  m ix­
t u r e  com ing  fro m  a  f u e l  c e l l  w as c h o s e n  f o r  i n v e s t i g a t i o n .
Two d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  f o r  t h e  d e s ig n  o f  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r s  
w e re  c o n s i d e r e d .  O ne w as b a s e d  u p o n  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  by 
T a y lo r  d i f f u s i o n  a p p r o x im a t io n  o f  t h e  s y s te m . A num ber o f  m o d i f i c a t i o n s  
i n  t h i s  c o m p u ta t io n a l  m e th o d  w e re  i n v e s t i g a t e d .  Two d i f f e r e n t  com pu­
t a t i o n a l  sc h em es w e re  p ro p o s e d  t o  e s t i m a t e  th e  new  p a r a m e te r s  i n t r o ­
d u c e d  a s  a  r e s u l t  o f  t h i s  m o d i f i c a t i o n .
T he t h e o r e t i c a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  s y s te m  was o b t a i n e d  by  
a  co m p le x  d o m ain  s o l u t i o n  t e c h n i q u e .  The f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  
t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  fro m  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n a l  m o d el w as  com­
p a r e d  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i n  o r d e r  t o  t e s t  f o r  t h e i r  
v a l i d i t y .  A l th o u g h  th e  r e s u l t s  p r o v e d  t o  b e  s a t i s f a c t o r y  i n  t h e  low  
f r e q u e n c y  r e g i o n ,  t h e y  w e re  n o t  u s e d  t o  d e s ig n  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r s .
A p r o c e d u r e  w as d e v e lo p e d  f o r  t h e  d e s ig n  o f  i n v a r i a n t  c o n t r o l ­
l e r s  b a s e d  u p o n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a n a l y t i c a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
d a t a  o f  t h e  c o n t r o l l e r s  t h e m s e lv e s .  T he c o n t r o l l e r s  w e re  a p p ro x im a te d  
b y  a  c o n v e n t i o n a l  p r o p o r t i o n a l - d e r i v a t i v e  m ode. T he e f f e c t i v e n e s s  o f  
t h e  c o n t r o l l e r s  so  d e s ig n e d  w as i n v e s t i g a t e d  by  c o m p a rin g  t h e  t im e  
r e s p o n s e  o f  t h e  s y s te m  t o  a  s t e p  c h a n g e  i n  t h e  in c o m in g  d i s t u r b a n c e
x
u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  c o n t r o l  a n d  no c o n t r o l .  C o m p le te  i n v a r i a n c e  
w as n o t  a c h ie v e d  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  a p p r o x im a t io n  o f  t h e  c o n t r o l l e r s .  
The r e s u l t s  p ro v e d  t o  be  s a t i s f a c t o r y  e x c e p t  a t  i n i t i a l  t im e  r e s p o n s e .
CHAPTER I
INTRODUCTION
S y s te m s  m o d e le d  by  d i s t r i b u t e d  p a r a m e te r  e q u a t i o n s  s u c h  a s  t u b u ­
l a r  h e a t  e x c h a n g e r s /  t u b u l a r  r e a c t o r s ,  e t c . ,  c o n s t i t u t e  a  l a r g e  p o r t i o n  
o f  t h e  t y p e s  o f  o p e r a t i o n s  fo u n d  i n  c h e m ic a l  p r o c e s s e s .  I n  r e c e n t  
y e a r s  m any i n v e s t i g a t i o n s  h a v e  b e e n  to w a rd s  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  a  g e n e r a l  
t h e o r y  f o r  t h e  c o n t r o l  o f  d i s t r i b u t e d  p a r a m e te r  s y s t e m s .  A s i m i l a r  
t h e o r y  t o  t h a t  o f  o p t im a l  c o n t r o l  o f  lu m p ed  p a r a m e te r  s y s te m s  w i t h  
q u a d r a t i c  p e r f o r m a n c e  c r i t e r i a  h a s  b e e n  d e v e lo p e d  f o r  som e c l a s s e s  o f  
l i n e a r  d i s t r i b u t e d  s y s te m s  ( 1 ,  8 , 2 1 , 2 2 , 37) . The o p t i m a l  f e e d b a c k  
g a i n s ,  w h ic h  a r e  g e n e r a l l y  a  f u n c t i o n  o f  t im e  a n d  s p a t i a l  c o o r d i n a t e ,  
c a n  t h e o r e t i c a l l y  b e  o b t a i n e d  fro m  t h e  s o l u t i o n  o f  a  R i c a t t i  ty p e  
p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  i n t e g r a l  e q u a t i o n .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  v e r y  
c o m p l ic a t e d  a n d  d i f f i c u l t  t o  s o lv e ,  e v e n  f o r  t h e  s t e a d y  s t a t e  g a i n .  
I m p le m e n ta t io n  r e q u i r e s  a n  i n f i n i t e  num ber o f  m e a s u re m e n ts  o f  a l l  t h e  
s t a t e s  a lo n g  t h e  s y s te m , w h ic h  i s  n o t  p r a c t i c a l .  A lth o u g h  a  c o m p ro m ise  
c a n  b e  m ade i n  t h e  num ber o f  m e a s u re m e n ts , t h e  p ro b le m  o f  m e a s u r in g  a l l  
t h e  s t a t e s  s t i l l  r e m a in s .  A n o th e r  p ro b le m , t h a t  i s  n o t  y e t  a n s w e re d ,  
i s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  s e n s o r s  i f  a  l i m i t e d  num ber o f  th em  a r e  u s e d . .  
P la n c h a r d  a n d  S h a r i a t  (30) h a v e  shown t h a t  t h e  o p t im a l  v a l u e  o f  t h e i r  
p e r f o r m a n c e  c r i t e r i a  d e p e n d s  o n  t h e  num ber o f  m e a s u re m e n ts  a s  w e l l  a s  
t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  s e n s o r s .  U n le s s  t h e  a b o v e  p r o b le m s  a r e  s o l v e d ,  t h e  
a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  c a n  b e  s e r i o u s l y  q u e s t i o n e d .  Some
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u s e f u l  com m ents to w a rd  a  p r a c t i c a l  c o n t r o l  t h e o r y  o f  d i s t r i b u t e d  s y s ­
tem s a r e  g iv e n  by  A th a n s  ( 1 ) .  L im  a n d  P a n g  ( 2 3 ) ,  t h r o u g h  a p p r o x im a t io n  
o f  t u b u l a r  p r o c e s s e s  b y  d i f f e r e n t i a l - d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s ,  d e r i v e d  a  
l i n e a r  f e e d b a c k  c o n t r o l  la w  t h a t  m in im iz e s  a  q u a d r a t i c  p e r f o r m a n c e  c r i ­
t e r i a .  I m p le m e n ta t io n  r e q u i r e s  m e a s u re m e n t o f  t h e  o u t p u t  o n l y ;  how­
e v e r ,  w hen t h e  t e r m i n a l  t im e  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  r e s i d e n c e  t im e  o f  t h e  
f l u i d  a  t im e  d e la y  e le m e n t  i s  n e e d e d .
I n  c h e m ic a l  p r o c e s s e s ,  t h e  m a in  o b j e c t i v e  o f  c o n t r o l  i s  t h e  
r e g u l a t i o n  o f  p h y s i c a l  o r  c h e m ic a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o c e s s  o u t p u t  i n  
t h e  f a c e  o f  d i s t u r b a n c e s  e n t e r i n g  t h e  s y s te m . I n  p r a c t i c e ,  p r o p e r t i e s  
o f  th e  p r o c e s s  s t r e a m  s u c h  a s  c h e m ic a l  c o m p o s i t io n  a r e  f r e q u e n t l y  n o t  
m e a s u re d . T h is  i s  d u e  p r i m a r i l y  t o  t h e  d i f f i c u l t y  a n d  e x p e n s e  o f  
m e a s u r in g  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r o c e s s  s t r e a m .  I n  c o n v e n t i o n a l  c o n ­
t r o l  o f  c h e m ic a l  p r o c e s s e s ,  i n  o r d e r  t o  a v o id  m e a s u r in g  c h e m ic a l  com­
p o s i t i o n s  o f  t h e  p r o c e s s  s t r e a m ,  t h e  s e c o n d a r y  v a r i a b l e s  s u c h  a s  tem ­
p e r a t u r e ,  p r e s s u r e ,  l e v e l ,  an d  f lo w  r a t e  a r e  u s u a l l y  c o n t r o l l e d .  The 
b a s i c  p h i lo s o p h y  u n d e r l y i n g  t h e  c o n t r o l  o f  s e c o n d a r y  v a r i a b l e s  i s  t h a t  
by  a t t e m p t i n g  t o  i n s u r e  a  c o n s t a n t  e n v ir o n m e n t  o n e  c a n  h o p e  t o  h a v e  a  
w e l l  r e g u l a t e d  p r o c e s s .  One w ay o u t  o f  t h i s  d ilem m a i s  t h e  u s e  o f  i n ­
v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s .
U n l ik e  t h e  c o n v e n t i o n a l  f e e d b a c k  c o n t r o l l e r s ,  t h e  i n v a r i a n c e  
c o n t r o l l e r s  d o  n o t  r e q u i r e  m e a s u re m e n t  o f  t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e .  I t  
i s  p o s s i b l e  t o  d e s i g n  i n v a r i a n c e  f e e d f o r w a r d  a s  w e l l  a s  f e e d b a c k  c o n ­
t r o l l e r s  t h a t  t h e o r e t i c a l l y  m ake t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  i n v a r i a n t  i n  
t h e  f a c e  o f  d i s t u r b a n c e s  e n t e r i n g  t h e  s y s te m .
I n v a r i a n c e  t h e o r y  h a s  b e e n  d e v e lo p e d  i n  R u s s ia  p r i m a r i l y  a lo n g  
t h e o r e t i c a l  l i n e s  w i t h  l i t t l e  r e g a r d  f o r  a p p l i c a t i o n  (2 8 , 2 9 , 3 4 , 3 5 ) .
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R o z o n e r  (2 8 / 2 9 ) h a s  show n t h a t  t h e  i n v a r i a n c e  p ro b le m  i s  a  v a r i a t i o n a l  
o n e ,  a n d  h a s  d e r i v e d  t h e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  i n ­
v a r i a n c e  i n  l i n e a r  a s  w e l l  a s  n o n l i n e a r  s y s te m s  b y  t h e  u s e  o f  t h e  t e c h ­
n i q u e s  o f  t h e  c a l c u l u s  o f  v a r i a t i o n .  V e r s h i n i n  (34 ) h a s  c o n s id e r e d  a  
g e n e r a l  n t h  o r d e r  s y s te m  w i t h  n  f o r c i n g  f u n c t i o n s  an d  h a s  d e r i v e d ,  
t h r o u g h  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  a  d e t e r m i n a n t  a n d  i t s  a d j o i n t ,  t h e  
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  i n v a r i a n c e  o f  a  s t a t e  i n  t h e  f a c e  o f  n - 1  f o r c i n g  
f u n c t i o n s .  A ls o  h e  g i v e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  e le m e n ts  o f  a  s y s t e m 's  d e ­
t e r m i n a n t  d u e  t o  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a  f e e d b a c k .  V e r s h in i n  a n d  K u le -  
b a k in  ( 3 5 ) ,  i n  a  c a s c a d e  s y s te m , s t u d i e d  t h e  q u e s t i o n  o f  l o c a t i o n s  o f  
f e e d b a c k s  t o  c o m p e n s a te  p e r t u r b a t i o n  a n d  t o  s t a b i l i z e  t h e  s y s te m .
H a s k in s  a n d  S l i e p c e v i c h  (14) a p p l i e d  t h e  t h e o r y  t o  a n  i d e a l  
s t i r r e d  t a n k  c h e m ic a l  r e a c t o r .  B e c a u s e  no  c h e m ic a l  r e a c t i o n  w as t a k i n g  
p l a c e  t h e  p r o c e s s  w as r e d u c e d  t o  a  h e a t  t r a n s f e r  p ro b le m . T hey  c o n ­
s i d e r e d  t h e  c a s e  o f  o n e  d i s t u r b a n c e  a n d  o n e  m a n ip u la te d  v a r i a b l e ,  a n d  
d e s ig n e d  t h r e e  d i f f e r e n t  c o n t r o l l e r s .  T he e x p e r im e n ta l  a s  w e l l  a s  
t h e o r e t i c a l  r e s u l t s ,  f o r  i n d i v i d u a l  c o n t r o l l e r s  i n  t h e  f a c e  o f  d i f f e r ­
e n t  t y p e s  o f  i n p u t  d i s t u r b a n c e  ( s i n e ,  t r i a n g u l a r ,  e t c . ) ,  a r e  r e p o r t e d .
To d e m o n s t r a t e  t h e  a b o v e  t e c h n i q u e ,  t h e  a p p ro a c h  t a k e n  by  
H a s k in s  a n d  S l i e p c e v i c h  i s  e x te n d e d  t o  a  g e n e r a l  m u l t i - i n p u t ,  m u l t i ­
o u t p u t  s t a t i o n a r y  s y s te m . S u p p o se  t h a t  t h e  s y s te m  h a s  n  o u t p u t s ,  a n d  
r  i n p u t  d i s t u r b a n c e s  r e p r e s e n t e d  b y  c o lu m n  v e c t o r s  x ( t ) , a n d  d ( t )  r e ­
s p e c t i v e l y .  I f  t h e r e  e x i s t  m m a n ip u la te d  v a r i a b l e s  r e p r e s e n t e d  b y  
co lu m n  v e c t o r  u ( t ) , t h e  m a th e m a t ic a l  m o d e l o f  t h e  s y s te m  g e n e r a l l y  
t a k e s  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :
x ( t )  = A x (t )  + B u ( t )  + C d ( t )  (1 -1 )
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w h e re  A , B , a n d  C, a r e  m a t r i c e s  o f  d im e n s io n  n x n , nxm , a n d  n x r .  Upon 
L a p la c e  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  r e a r r a n g e m e n t ,  e q u a t i o n  (1 -1 )  b eco m es
n x n  .n x n ]  _nxm 
S i  - A  I “ ®.
n x l ,  . X (s)
m x l . 
u  ( s )
„ n x r  , r x l , . = C d  ( s ) (1- 2 )
w h e re  s  i s  t h e  L a p l a c i a n  o p e r a t o r ,  a n d  I  i s  a  u n i t  m a t r i x .  S u p e r s c r i p t s  
s p e c i f y  t h e  d im e n s io n s  o f  v e c t o r s  an d  m a t r i c e s .  T he g e n e r a l  c o n t r o l  
e q u a t i o n  c a n  b e  d e f i n e d  b y :
m x l . . _m xn, . n x l , . . „m xr , . . r x l , . u  ( s )  = G^ ( s )  x  ( s )  + ( s )  d  ( s ) (1 -3 )
w h e re  G,_ ( s )  a n d  G ^ (s )  a r e  t h e  f e e d b a c k  a n d  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l  m a t r i c e s .
— D  — t
C o m b in a t io n  o f  e q u a t i o n s  (1 -2 )  a n d  (1 -3 )  y i e l d s
n x n  nxn] „nxm 
s i. -  A I -B




£ n x r
m xlii ( a ) .
„ m x r , . 
Gf  (S ),
J r x l , \d  ( s ) (1 -4 )
S u p p o se  t h a t  i t  i s  d e s i r e d  t o  h a v e  o n e  o f  t h e  o u t p u t s  x ^ ( t )  b e  
i n v a r i a n t  i n  t h e  f a c e  o f  d i s t u r b a n c e s  e n t e r i n g  t h e  s y s te m . To o b t a i n  
t h e  c o n t r o l l e r  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  e q u a t i o n  (1 -4 )  m u s t  b e  s o lv e d  f o r  
x ^ ( s ) .  I f  C r a m e r 's  r u l e  i s  u s e d ,  t h e  r e s u l t  i s
/ . A '
xi (s) =T (1 -5 )
w h e re  A i s  a  d e t e r m i n a n t  d e f i n e d  b y :
A = d e t .
n x n  „ n x n  
s i  -  A










w i t h  i t s  i t h  co lu m n  s u b s t i t u t e d  b y  c o lu m n  v e c t o r
The f i r s t  i n v a r i a n c e  c o n d i t i o n  i s  t h a t  A' m u s t e q u a l  z e r o .  T he s e c o n d  
i n v a r i a n c e  c o n d i t i o n  i s  t h a t  d e t e r m i n a n t  A i s  n o t  e q u a l  t o  z e r o  w hen 
a l l  o f f - d i a g o n a l  e le m e n ts  i n  t h e  i t h  co lu m n  e q u a l  z e r o .  T h e re  a r e  i n ­
f i n i t e l y  many w ays t o  s a t i s f y  t h e  f i r s t  c o n d i t i o n ,  b e c a u s e  a l l  t h e
e le m e n ts  o f  t h e  m a t r i c e s  G. ( s )  a n d  G _ (s )  a r e  a r b i t r a r y .  O nce t h e  c o n -
—o  —t
t r o l l e r  e q u a t i o n s  a r e  d e r i v e d  t h e  s e c o n d  c o n d i t i o n  m u s t b e  c h e c k e d  t o  
s e e  i f  i t  h a s  b e e n  v i o l a t e d .  I t  s h o u ld  b e  n o te d  t h a t  f e e d f o r w a r d  c o n ­
t r o l l e r s  ( e le m e n ts  o f  t h e  m a t r i x  G ^ ( s ) )  do  n o t  h a v e  a n y  e f f e c t  o n  th e  
v a l u e  o f  t h e  d e t e r m i n a n t  A, s i n c e  t h e s e  e le m e n ts  do  n o t  a p p e a r  a s  e l e ­
m e n ts  o f  A. F o r  a  n u m e r ic a l  e x a m p le  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  ( 1 4 ) .
S ta n g e la n d  a n d  F o s s  (32) s t u d i e d  a n  a d i a b a t i c  f i x e d  b e d  t u b u l a r  
r e a c t o r  w h e re  a  f i r s t  o r d e r  e x o th e r m ic  l i q u i d - l i q u i d  r e a c t i o n  w as 
t a k i n g  p l a c e .  T hey  l o c a l l y  l i n e a r i z e d  t h e  n o n l i n e a r  m o d e l a b o u t  t h e  
s t e a d y  s t a t e  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s .  I n  t h e  c o n t r o l  m e th o d  t h a t  t h e y  
u s e d ,  c o n c e n t r a t i o n  a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  d i s t u r b a n c e s  i n  t h e  f e e d  e n t e r ­
in g  t h e  r e a c t o r  a r e  d e t e c t e d  e a r l y  i n  t h e  b e d .  The c o n c e n t r a t i o n  d i s ­
t u r b a n c e s  e n t e r i n g  t h e  r e a c t o r  a r e  n o t  m e a s u re d  d i r e c t l y ,  b u t  a r e  
r a t h e r  i n f e r r e d  fro m  t h e  m e a s u re m e n ts  o f  t e m p e r a t u r e  a t  t h e  i n l e t  a n d  
som e i n t e r i o r  p o i n t .  When t e m p e r a t u r e  d i s t u r b a n c e s  a r r i v e  a t  t h e  i n ­
t e r i o r  p o i n t ,  t h e y  a r e  c o m p a red  w i t h  t h e  t e m p e r a tu r e  t h a t  w o u ld  a p p e a r  
i f  a t e m p e r a tu r e  d i s t u r b a n c e  w e re  o n ly  p r e s e n t  i n  t h e  f e e d .  I f  t h e r e
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e x i s t s  an y  d i s c r e p a n c y  b e tw e e n  t h e  tw o , i t  c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  
e f f e c t  o f  a  c o n c e n t r a t i o n  d i s t u r b a n c e  i n  t h e  f e e d .  S u p p o se  a  te m p e ra ­
t u r e  d i s t u r b a n c e  e n t e r s  t h e  r e a c t o r  a t  t im e  t .  T hen  t h e  t e m p e r a tu r e  
a t  t h e  i n t e r i o r  p o i n t  r e s u l t i n g  f ro m  t h i s  d i s t u r b a n c e  i s  c a l c u l a t e d ;  
t h i s  c a l c u l a t e d  t e m p e r a tu r e  i s  c o m p a re d  t o  t h e  m e a s u re d  t e m p e r a tu r e  a t  
a  l a t e r  t im e  e q u a l  t o  t h e  r e s i d e n c e  t im e  o f  t h e  f l u i d  t o  r e a c h  t h a t  
p o i n t .  T he d i s c r e p a n c y  i s  u s e d  t o  d e te r m in e  t h e  c o n c e n t r a t i o n  d i s ­
tu r b a n c e  e n t e r i n g  t h e  r e a c t o r  a t  t im e  t .  C o n t r a r y  t o  t h e  n o rm a l i n d u s ­
t r i a l  p r a c t i c e  o f  u t i l i z i n g  t h e  f lo w  r a t e  a s  t h e  m a n ip u la t e d  v a r i a b l e ,  
t h e y  m a n ip u la te d  e i t h e r  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o r  t e m p e r a t u r e  b y  i n j e c t i n g  
a  s e c o n d a r y  s t r e a m  a t  a  p o i n t  f a r t h e r  d o w n s tre a m  f ro m  t h e  m e a s u re m e n t 
i n  o r d e r  t o  a c h ie v e  th e  c o n t r o l  o b j e c t i v e .  C o n t r o l l e r s  t h a t  t h e y  d e ­
s ig n e d  a r e  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l l e r s  w h ic h  m ake t h e  d e s i r e d  v a r i a b l e  
( t e m p e r a tu r e  o r  c o n c e n t r a t i o n )  i n v a r i a n t  a t  som e p o i n t  d o w n s tre a m .
I n  o r d e r  t o  d e s ig n  t h e  c o n t r o l l e r s ,  t h e  a n a l y t i c a l  t r a n s f e r  
f u n c t i o n s  d e s c r i b i n g  t h e  e f f e c t  u p o n  t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  a t  
a n y  d o w n s tre a m  p o i n t  i n  t h e  r e a c t o r  i n  t h e  f a c e  o f  d i s t u r b a n c e s  i n  t h e  
sam e v a r i a b l e s  i n t r o d u c e d  a t  a n y  p o i n t  u p s t r e a m  fro m  t h e  p o i n t  o f  i n ­
t e r e s t  a r e  d e r i v e d .  B e c a u s e  o f  t h e  c o m p le x i ty  o f  t h e s e  a n a l y t i c a l  e x ­
p r e s s i o n s ,  t h e  a u t h o r s  a p p r o x im a te  th em  b y  s im p l e r  t r a n s f e r  f u n c t i o n  
m o d e ls .  The d e r i v e d  c o n t r o l l e r  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  by  
w r i t i n g  e q u a t i o n s  t h a t  g i v e  t h e  r e s p o n s e  o f  t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a ­
t i o n  a t  t h e  c o n t r o l l e d  p o i n t  ( e . g . ,  t h e  o u t p u t  o f  t h e  r e a c t o r )  i n  te r m s  
o f  d e v i a t i o n s  o f  t h e  sam e v a r i a b l e s  a t  t h e  i n j e c t i o n  p o i n t .  T h e s e  
d e v i a t i o n s ,  t h a t  a r e  e v a l u a t e d  th r o u g h  m a t e r i a l  a n d  e n e rg y  b a l a n c e  
a r o u n d  t h e  i n j e c t i o n  p o i n t ,  a r e  t h e  e f f e c t s  o f  i n p u t  d i s t u r b a n c e s  a t  
t h e  i n l e t  a n d  th e  i n j e c t i o n  p o r t i o n  d u e  t o  t h e  c o n t r o l  a c t i o n .  The
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f o rm e r  i s  e v a l u a t e d  b y  t h e  u s e  o f  a n  e q u a t i o n  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  u s e d  
a t  t h e  c o n t r o l  p o i n t .  The l a t t e r  i s  d e te r m in e d  b y  t h e  tw o c o n t r o l l e r s  
a n d  t h e  tw o t e m p e r a t u r e s  t h e y  m e a s u r e .  F i n a l l y  t h e  t e m p e r a t u r e  a t  t h e  
m e a s u r in g  p o i n t  i s  d e f i n e d  i n  te r m s  o f  t h e  f e e d  d i s t u r b a n c e s .  To d e ­
r i v e  t h e  c o n t r o l l e r  e q u a t i o n s ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a r e  c o m b in e d  a n d  
th e y  a r e  o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  ( t e m p e r a tu r e  o r  
^  _ c o n c e n t r a t i o n )  e q u a l  t o  z e r o  a t  t h e  d e s i r e d  l o c a t i o n .  T he a u t h o r s  u s e
t h e  a p p r o x im a te  r e a c t o r  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  t h a t  a r e  u s e d  i n  o b t a i n i n g  
t h e  c o n t r o l l e r  e q u a t i o n s ,  t o  s tu d y  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  c o n t r o l l e r s  a s  
w e l l  a s  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  i n j e c t i o n  p o i n t  o n  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  
r e a c t o r  u n d e r  c o n t r o l .  A sa m p le  o f  t h e i r  w ork  i s  r e p o r t e d  i n  r e f e r e n c e  
(32) .
I n  t h i s  r e s e a r c h  a  d o u b le  p i p e  h e a t  e x c h a n g e r  i s  c h o s e n  f o r  i n ­
v e s t i g a t i o n .  The p r o c e s s  s t r e a m  i s  a  m ix tu r e  o f  h y d r o g e n  a n d  w a te r  
co m in g  f ro m  a  f u e l  c e l l ,  a n d  a  c o u n t e r c u r r e n t  u t i l i t y  s t r e a m .  T h is  
u t i l i t y  s t r e a m  i s  a  60% s o l u t i o n  o f  e t h y l e n e  g l y c o l  a n d  w a t e r .  The h e a t  
e x c h a n g e r  i s  u s e d  t o  r e d u c e  t h e  w a te r  c o n t e n t  o f  t h e  p r o c e s s  s t r e a m  t o  
a  c e r t a i n  l e v e l  f o r  r e c i r c u l a t i o n  o f  h y d ro g e n  b a c k  t o  f u e l  c e l l .  The 
s y s te m  i s  m o d e le d  b y  t h r e e  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .
T he m a in  o b j e c t i v e  o f  t h i s  r e s e a r c h  i s  t o  d e s ig n  a n d  s tu d y  th e  
e f f e c t i v e n e s s  o f  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  w hen a p p l i e d  t o  a  p a r t i c u l a r  
d i s t r i b u t e d  p a r a m e t e r  s y s te m . The m a n ip u la te d  v a r i a b l e  i s  t h e  u t i l i t y  
f lo w  r a t e .  A t e c h n i q u e  i s  p r e s e n t e d  t h a t  e n a b le s  o n e  t o  o b t a i n  t h e  
c o n t r o l l e r  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d i r e c t l y  f ro m  t h e  l i n e a r i z e d ,  t r a n s f o r m e d  
s y s te m  e q u a t i o n s .  T h is  t e c h n i q u e  d o e s  n o t  r e q u i r e  e i t h e r  t h e  a p p r o x i ­
m a t io n  o f  t h e  s y s te m  d y n a m ic s  b y  s im p le  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o r  t h e  
d e r i v a t i o n  o f  t h e  a n a l y t i c a l  fo rm  o f  t h e  s y s te m  t r a n s f e r  f u n c t i o n s .
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The m e r i t s  o f  t h e  c o n t r o l l e r  a r e  s t u d i e d  b y  d i g i t a l  s i m u l a t i o n  o f  t h e  
p r o c e s s  b a s e d  o n  t h e  l i n e a r i z e d  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  d e s c r i b ­
in g  t h e  s y s te m .
A p a r a l l e l  s t u d y  w as u n d e r t a k e n  t o  d e te r m in e  t h e  s y s t e m 's  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n s  s o  t h a t  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r s  c o u ld  b e  d e s ig n e d  a s  i n  
H a s k i n s - S l i e p c e v i c h  ( 1 4 ) .  Two t e c h n i q u e s  w e re  i n v e s t i g a t e d  f o r  d o in g  
t h i s .  The f i r s t  c o n s i d e r s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  m o d a l a n a l y s i s  t o  d i s ­
t r i b u t e d  p a r a m e te r  s y s te m s  a n d  i s  d u e  t o  M u rry -L a s s o  (25 ) . The t e c h ­
n iq u e  r e q u i r e s  t h e  e x p e n s io n  o f  t h e  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i n  
te r m s  o f  i t s  e i g e n f u n c t i o n s .  I t  w as d e te r m in e d  t h a t ,  f o r  a  h y p e r b o l i c  
s y s te m , t h e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  d o e s  n o t  h a v e  e i g e n v a l u e s  ( 2 5 ) .  A 
s e c o n d  t e c h n i q u e  c o n s i d e r e d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  T a y lo r  d i f f u s i o n a l  
m o d e l t o  t h e  s y s te m . A t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  s y s te m  may t h e n  b e  
o b t a i n e d  b y  s u i t a b l e  m a n i p u l a t i o n  a s  r e p o r t e d  b y  G o u ld  ( 1 2 ) .  B e c a u s e  
t h e  r e s u l t s  w e re  n o t  a s  s a t i s f a c t o r y  a s  t h e  c a s e  r e p o r t e d  by  G o u ld , t h e  
o r i g i n a l  m o t i v a t i o n  i n  d e v e lo p i n g  t h e  T a y lo r  m o d e l w as a b a n d o n e d  a n d  
a t t e n t i o n  w as f o c u s e d  o n  m o d if y in g  t h e  m o d el w i t h  t h e  h o p e  o f  o b t a i n i n g  
m ore  a c c u r a t e  r e s u l t s .
I n  C h a p te r  I I  t h e  m a th e m a t ic a l  m o d e l o f  t h e  s y s te m , w h ic h  c o n ­
s i s t s  o f  t h r e e  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  i s  d e r i v e d .  
L o c a l  l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  s y s te m  e q u a t i o n s  a r e  c a r r i e d  o u t  a ro u n d  t h e  
s t e a d y  s t a t e  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s .  T he t e c h n i q u e s  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  
s t e a d y  s t a t e  a s  w e l l  a s  u n s te a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d .  C hap­
t e r  I I I  d e a l s  w i t h  d e v e lo p m e n t  o f  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l .  The 
t e c h n i q u e  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  t h e  s y s te m , w h ic h  i s  
u s e d  a s  a  c o m p a r is o n  b a s e  t o  v a l i d a t e  t h e  T a y lo r  m o d e l ,  i s  a l s o  g i v e n .
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I n  C h a p te r  IV  t h e  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  a r e  d e s ig n e d  a n d  t h e i r  m e r i t s  
a r e  i n v e s t i g a t e d  b y  d i g i t a l  s i m u l a t i o n  o f  t h e  l i n e a r i z e d  s y s t e m 's  
p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  I n  C h a p te r  V t h e  r e s u l t s  o f  t h e  i n ­
v e s t i g a t i o n  a r e  d i s c u s s e d .
CHAPTER I I
HEAT EXCHANGER MATHEMATICAL MODEL
A . I n t r o d u c t i o n
A t t h e  o u t s e t  o f  a n y  c o n t r o l  s y s te m  d e s i g n  p r o b le m , t h e  f i r s t  
s t e p  i s  t o  e s t a b l i s h  a  m a th e m a t ic a l  m o d e l o f  t h e  p r o c e s s .  H a v in g  e s ­
t a b l i s h e d  t h e  m o d e l ,  w h ic h  i s  h o p e f u l l y  a  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  
a c t u a l  p r o c e s s ,  o n e  n o t  o n l y  o b t a i n s  a  c l e a r  p i c t u r e  o f  t h e  p h y s i c a l  
sy s te m  i t s e l f  b y  s tu d y i n g  t h e  b e h a v io r  o f  t h e  m o d e l im p l ie d  b y  m a th e ­
m a t i c s ,  b u t  a l s o  t h e  p r o b le m  o f  c o n t r o l  s y s te m  d e s i g n  o f t e n  b e c o m e s  a  
m uch e a s i e r  t a s k  i f  o n e  h a s  a  th o r o u g h  u n d e r s t a n d in g  o f  t h e  u n c o n ­
t r o l l e d  p r o c e s s .  T he t y p e  o f  e q u a t i o n s  c o m p r i s in g  t h e  m o d el d e p e n d s  
u p o n  t h e  p a r t i c u l a r  s y s te m  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  
n o r m a l ly  n o n l i n e a r ,  a n d  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  w e l l  d e v e lo p e d  l i n e a r  
th e o r y  r e q u i r e s  l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  m o d e l .  A d d i t i o n a l l y ,  i n v e s t i g a ­
t i o n  o f  e i t h e r  c o n t r o l l e d  o r  u n c o n t r o l l e d  p r o c e s s  n e c e s s i t a t e s  som e 
m a th e m a t ic a l  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  r e l a t e d  e q u a t i o n s .
I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  m a th e m a t ic a l  m o d e l o f  t h e  s y s te m  i s  d e v e l ­
o p e d  f i r s t .  T he m o d e l c o n s i s t s  o f  a  s e t  o f  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n ­
t i a l  e q u a t i o n s .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  t h e n  l o c a l l y  l i n e a r i z e d  a b o u t  t h e  
s t e a d y  s t a t e .  The l i n e a r i z e d  s e t  h a v e  som e c o e f f i c i e n t s  t h a t  a r e  
s p a t i a l l y  d e p e n d e n t ,  a n d  t h e i r  e v a l u a t i o n  r e q u i r e s  t h e  s t e a d y  s t a t e  
s o l u t i o n  o f  t h e  m o d e l .  T hen  t h e  n u m e r ic a l  t e c h n i q u e  f o r  t h e  s o l u t i o n  
o f  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  i s  d i s c u s s e d .  F i n a l l y ,  t h e  s o l u t i o n  m e th o d
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f o r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  p r e s e n t e d .
B . M a th e m a t ic a l  M odel o f  t h e  S y s tem
T he s y s te m  c h o s e n  f o r  i n v e s t i g a t i o n  i s  a  d o u b le  p i p e  h e a t  e x ­
c h a n g e r .  The p r o c e s s  s t r e a m  i s  a  m ix tu r e  o f  h y d r o g e n  a n d  w a te r  com ing  
fro m  a  f u e l  c e l l .  T h is  g a s  m i x t u r e ,  w h ic h  i s  n o r m a l ly  s a t u r a t e d  w i th  
w a t e r ,  f lo w s  th r o u g h  t h e  s h e l l .  T he c o o l i n g  m e d ia  i s  60% e t h y l e n e  g l y ­
c o l  i n  w a te r  a n d  f lo w s  c o u n t e r c u r r e n t l y  th r o u g h  t h e  t u b e .  The t o t a l  
p r e s s u r e ,  a t  w h ic h  t h e  s y s te m  o p e r a t e s ,  i s  o n e  a tm o s p h e r e .  I n  o r d e r  t o  
r e c y c l e  t h e  h y d ro g e n  b a c k  t o  t h e  f u e l  c e l l ,  t h e  p a r t i a l  p r e s s u r e  o f  
w a te r  s h o u ld  b e  r e d u c e d  t o  a  c e r t a i n  l e v e l .  T he h e a t  e x c h a n g e r  i s  u s e d  
t o  a c c o m p li s h  t h i s  p u r p o s e .
I t  w as m e n t io n e d  i n  C h a p te r  I  t h a t  a  p a r a l l e l  s tu d y  w as u n d e r ­
t a k e n  t o  c o n s i d e r  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  T a y lo r  d i f f u s i o n a l  m o d el t o  t h e  
s y s te m . R o s e n b ro c k  ( 2 7 ) ,  a n d  G o u ld  (12 ) s u g g e s t  t h a t  t h e  m o d e l g i v e s  a  
r e a s o n a b l e  a p p r o x im a t io n  o f  t h e  d y n a m ic  b e h a v io r  o f  h e a t  e x c h a n g e r s  i f  
t h e  num ber o f  t r a n s f e r  u n i t s  a r e  g r e a t e r  t h a n  tw o . T h e s e  c r i t e r i a  a r e  
d e f i n e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  i n  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l s e c t i o n .  The 
d im e n s io n  o f  t h e  h e a t  e x c h a n g e r ,  t h e  g a s  a n d  t h e  c o o l a n t  f lo w  r a t e s  
w e re  c h o s e n  s o  a s  t o  s a t i s f y  t h e s e  c r i t e r i a  r a t h e r  t h a n  t h e  o r i g i n a l  
s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  s y s te m . T he p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  g a s ,  t h e  
c o o l a n t ,  a n d  t h e  c o r r e l a t i o n s  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  h e a t  a n d  m ass  t r a n s ­
f e r  c o e f f i c i e n t s  w e re  t a k e n  fro m  ( 2 ) .  T he p h y s i c a l  p r o p e r t i e s ,  f lo w  
r a t e s ,  a n d  t h e  d im e n s io n  o f  t h e  h e a t  e x c h a n g e r  a r e  g iv e n  i n  T a b le  1 .
T he c o r r e l a t i o n s  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  h e a t  a n d  m a ss  t r a n s f e r  c o e f f i ­
c i e n t s  a r e :
12
F o r  l a m in a r  f lo w
! f t  .  1 . 8 6 ( ^ i , V 3  (^ l / 3  (V l / 3  ^ , 0 . 1 4  ( M J
w
F o r  t u r b u l e n t  f lo w
^ = 0 . 0 2 3 , ! £ V - 8 ,JL ,0 .1 4  ( M )
w
2
w h e re  h  = h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  B t u / h r .  f t  °F
= d i a m e te r  o r  e q u iv a l e n c e  d i a m e te r  f t
k  = th e r m a l  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  f l u i d  B t u / h r .  f t  °F
2= m a ss  v e l o c i t y  l b s / h r .  f t
C = s p e c i f i c  h e a t  o f  t h e  f l u i d  B t u / l b s .  °F
P
U = v i s c o s i t y  o f  t h e  f l u i d  l b s / h r .  f t
= v i s c o s i t y  a t  t h e  w a l l  t e m p e r a t u r e  l b s / h r .  f t
L = l e n g t h  o f  h e a t  e x c h a n g e r  f t
T he  m a s s  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  m ay b e  r e l a t e d  t o  t h e  h e a t  t r a n s ­
f e r  c o e f f i c i e n t  t h r o u g h  t h e  J - f a c t o r  a n a lo g y  a s  f o l l o w s :
- A -  = (fS) 2/3
k*C P VP '  u  **
g Pm rm
2w h e re  h ^  = g a s  s i d e  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s  B t u / h r .  f t  °F
S = S c h m it  m o d u lu s , d i m e n s io n l e s s  c
P = P r a n d t l  m o d u lu s , d i m e n s io n l e s s  r
P = t o t a l  p r e s s u r e  a tm .
C «= g a s  s p e c i f i c  h e a t  B t u / l b  m o le  °F 
p m
2
k*  = m a ss  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  l b  m o l e s / h r .  f t  a tm .
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T a b le  1 . —  SPECIFICATIONS OF THE SYSTEM AND PHYSICAL 
FLUIDS
PROPERTIES OF THE
S h e l l  S id e T ube S id e
I n s i d e  d i a m e te r  
i n c h e s 0 .6 0 6 0 .3 7
O u ts id e  d i a m e te r  
i n c h e s
3 /4 1 / 2
F low  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  
f t 2 0 .6 4  x 1 0 " 3 0 .7 4 6  X 10 “ 3
F lo w  r a t e s  
l b s / h r .
3 .2 2 0 .1 6
A v e ra g e  d e n s i t y  
l b s / f t ^
0 .0 8 4 5 3 .
A v e ra g e  v e l o c i t y  
f t / m i n .
9 9 3 .0 8 .4 6
C o n d u c t iv i t y  c o e f f i c i e n t s  
B t u / h r .  f t  °F
0 .1 1 3 0 .2 4 2
S p e c i f i c  h e a t  
B t u / l b  °F
2 . 1 1 0 .7 6 6
V i s c o s i t y  
l b s / f t  h r . 0 . 0 2 2
6 .8 4
H e a t  o f  e v a p o r a t i o n  o f  w a te r  X = 1024 B t u / l b s
I n l e t  c o o l a n t  t e m p e r a t u r e  = 7 4 .9 ° P
I n l e t  g a s  t e m p e r a t u r e  = 1 3 1 °F
I n l e t  p a r t i a l  p r e s s u r e  o f  w a te r  = 0 .1 5 5 3 2  a tm .
L e n g th  o f  h e a t  e x c h a n g e r  L = 40  f t
T o t a l  p r e s s u r e  o f  t h e  s y s te m  = 1 a tm .
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A ssu m in g  i d e a l  g a s  b e h a v i o r ,  e q u a t i o n  (2 -3 )  may b e  w r i t t e n







w h e re  = t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  g a s ,  B t u / h r . f t  °P
3
g a s  c o n s t a n t ,  a tm . f t  / l b  m o le  ( d e g r e e  R a n k in )  
g a s  t e m p e r a t u r e ,  °R
R
T
Dg = b i n a r y  d i f f u s i v i t y  o f  w a te r  v a p o r  w i t h  h y d ro g e n , f t  / h r .
U s in g  a n  e q u a t i o n  (3 ) t o  e s t i m a t e  t h e  b i n a r y  d i f f u s i o n  o f  w a te r  






„ 0 .8 9 (2 -5 )





.  .  g g 5200
k*C P “ c m ° - 8 99 P *mS J T( a
(2 -6 )
A ssu m in g  no  r e s i s t a n c e  t o  t h e  t r a n s f e r  o f  h e a t  th r o u g h  t h e  w a l l ,  
t h e  o v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  o n  t h e  b a s i s  o f  o u t s i d e  t u b e  
a r e a  w i l l  b e
3 r  = i n r  + ir T :  <2- 7 >
o  g o  c i
w h e re  A
A.
l
h  , h  
g  c
u
o u t s i d e  t u b e  a r e a ,  f t  / f t
2
i n s i d e  t u b e  a r e a ,  f t  / f t
s h e l l  s i d e ,  a n d  tu b e  s i d e  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s  
o v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s
15
T he d a t a  i n  T a b le  l r e q u a t i o n s  ( 2 - 1 ) ,  ( 2 - 6 ) ,  a n d  (2 -7 )  a r e  u s e d
t o  e v a l u a t e  t h e  o v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s ,  a n d  m ass  t r a n s f e r
c o e f f i c i e n t .  I n  e v a l u a t i n g  t h e  m a ss  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t  k* b y  t h e  u s e
o f  e q u a t i o n  ( 2 - 6 ) ,  t h e  a v e r a g e  t e m p e r a t u r e  i s  t a k e n  t o  b e  1 0 0 °F  a n d
C e q u a l  t o  7 . 0 .  
pm
T h e i r  v a l u e s ,  a f t e r  c o n v e r s i o n  o f  t im e  u n i t  f ro m  h o u r  t o  m in u te ,
a r e :
U = 0 .1 3 8 3 ,  B tu /m in .  f t 2  °F
2
K* *  0 .0 2 6 6 7 ,  l b  m o le s /m in .  f t  a tm .
T he f o l l o w i n g  a s s u m p t io n s  cure m ade i n  d e v e lo p in g  t h e  m a th e m a ti ­
c a l  m o d e l o f  t h e  s y s te m :
1 ) P e r f e c t  m ix in g  i n  r a d i a l  d i r e c t i o n
2) Z ero  a x i a l  m ix in g  t h a t  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  p lu g  f lo w
3) No a x i a l  o r  r a d i a l  d i f f u s i o n
4) The g a s  o b e y s  t h e  i d e a l  g a s  la w
5) C o n s ta n t  g a s  m ass  f lo w  r a t e ;  i n  o t h e r  w o rd s ,  t h e  r a t e  o f  l o s s  
o f  w a te r  a s  a  r e s u l t  o f  m ass  t r a n s f e r  i s  n e g l i g i b l e  c o m p a red  t o  t h e  
t o t a l  m ass  f lo w  r a t e .  A ls o  i t  i s  a s su m e d  t h a t  t h e  g a s  d e n s i t y  i s  
c o n s t a n t .
To d e v e lo p  t h e  m o d e l ,  t h e  f i r s t  g e n e r a l  p r i n c i p l e  t h a t  i s  n e e d e d  
i s  t h a t  o f  c o n s e r v a t i o n .  T h is  m ean s  t h a t  i f  a  c l o s e d  v o lu m e  i s  c o n ­
s i d e r e d ,  t h e  n e t  f lo w  o f  m a s s ,  e n e r g y ,  o r  momentum i n t o  t h e  v o lu m e  m u s t 
e q u a l  t h e  r a t e  o f  i n c r e a s e  o f  m a s s ,  e n e r g y ,  o r  momentum w i t h i n  t h e  
v o lu m e . I t  c a n  b e  s t a t e d  a s :
I n f lo w  -  o u t f l o w  *= A c c u m u la tio n  
The o t h e r  p r i n c i p l e s  t h a t  a r e  n e e d e d  d e p e n d  u p o n  t h e  n a t u r e  o f  t h e
16
p r o c e s s  a n d  t h e y  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  p a r t i c u l a r  la w . F o r  t h e  s y s te m  
u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  t h e s e  a r e :
1 ) N e w to n 's  c o o l i n g  la w  a n d  i t s  c o u n t e r p a r t  i n  m ass  t r a n s f e r
2) I d e a l  g a s  la w
3) V a p o r - l i q u i d  e q u i l i b r i u m  r e l a t i o n s h i p  o f  w a te r  a s  a  f u n c t i o n  
o f  t e m p e r a t u r e .
R e f e r r i n g  t o  F i g u r e  2 - 1 ,  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e rg y  a n d  m ass  o f  







t  .C l
Tgo
m
F i g u r e  2 - 1 .  H e a t  E x c h a n g e r
C o n s e r v a t io n  o f  e n e rg y  a p p l i e d  t o  t h e  t u b e  s i d e
A V p C T c  c ' c  p  c + USAz(T -T  ) z+Az ® c
A V p C T c  c  c  p  cc  1 z
= •£ -  (A Azp C T ) 
9 t  c  c  p  c  r c
(2 -8 )
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C o n s e r v a t io n  o f  e n e rg y  a p p l i e d  t o  t h e  s h e l l  s i d e
A V p C Tg g g pg g
+ USAz (T -T  ) + 18 K*SAzX(P r-p. ) -  a  V P C T 
e g  g  g  X g gKg Pg g z+Az
I r t A A z p C  T )  (2 -9 )
3 t  g  g p g  g
C o n s e r v a t io n  o f  m ass  o f  w a te r  a p p l i e d  t o  t h e  s h e l l  s i d e  e le m e n t
A V p mg g g + 18 K*SAz (P-v- P  ) -  A V p m g X g  g g g
■ X ( S > P » I  (2-10)
z+Hz 3 t  9  9
2
w h e re  A = i n s i d e  t u b e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a ,  f t  c  '
2
A = s h e l l  s i d e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a ,  f t
g
C = c o o l a n t  s p e c i f i c  h e a t ,  B t u / l b s . °F 
p c
C = g a s  s p e c i f i c  h e a t , B t u / l b s .  °F
pg 2
K* = m ass  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  l b  m o l e / f t  a tm . m in .
g
m = m ass  f r a c t i o n  o f  w a te r  i n  t h e  g a s  a t  e v e r y  p o i n t
P^ = p a r t i a l  p r e s s u r e  o f  w a te r  i n  t h e  g a s ,  a tm .
P^ = v a p o r  p r e s s u r e  o f  w a te r ,  a t m . , e v a l u a t e d  a t  t h e  w a l l  tem ­
p e r a t u r e  w h ic h  i s  t a k e n  e q u a l  t o  a v e r a g e  b e tw e e n  t h e  
c o o l a n t  a n d  t h e  g a s  t e m p e r a tu r e
S = o u t s i d e  t u b e  p e r i m e t e r ,  f t
Tc  = c o o l a n t  t e m p e r a t u r e ,  °F
Tg = g a s  t e m p e r a t u r e ,  °F
2
U = o v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  B tu /m in .  f t  °F
V = c o o l a n t  v e l o c i t y ,  f t / m i n .c
V = g a s  a v e r a g e  v e l o c i t y ,  f t / m i n .
g
3
p = c o o l a n t  d e n s i t y , l b s . / f t  c
3
Pg = a v e r a g e  g a s  d e n s i t y ,  l b s . / f t
X = h e a t  o f  e v a p o r a t i o n  o f  w a te r ,  B t u / l b s .
U sin g  t h e  i d e a l  g a s  la w , a n d  c o n s i d e r i n g  t h a t  t h e  t o t a l  p r e s s u r e  
i s  o n e  a tm o s p h e r e ,  i t  c a n  b e  show n t h a t
P = (2 -1 1 )g 9-8m
M u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  (2 -1 0 )  b y  X t o  m e e t t h e  r e ­
q u i r e m e n t  f o r  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  t h e  T a y lo r  m o d e l ,  s u b s t i t u t i n g  f o r  
i n  e q u a t i o n s  ( 2 -9 )  a n d  (2 -1 0 )  b y  u s i n g  e q u a t i o n  ( 2 - 1 1 ) ,  d i v i d i n g  b y  Az 
a n d  t a k i n g  t h e  l i m i t  a s  Az 0 r e s u l t s  i n
g g
H 7T— T = H.V -k-  T + k , ( T  -T  ) 1 3 t  c  1 c  3Z c  1 g  c
J\ m
Ho T = "  H.V r -  T + k .  (T - T  ) + k .  ( r - 5 T  -  P , ) 2 3 t  g  2 g  3Z g l e g  2 9-8m  X
3 „  „  3 . , m t (2 -1 2 )
3 3 t  m "  "  3 g  3z m 2 X “  9 -8m )
H. = A p C1 c Kc  p c
Ho ll > o Q2 g g Pg
Ho = A p X3 g g
k l = us
k = 18K*SX2 g
(2 -1 3 )
The f o l l o w i n g  c o r r e l a t i o n  (17 ) i s  u s e d  t o  e v a l u a t e  P^ a t  t h e  
w a l l  t e m p e r a t u r e  a lo n g  t h e  h e a t  e x c h a n g e r
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w h e re  P *= 2 1 8 .1 6 7  a tm . ( c r i t i c a l  p r e s s u r e  o f  w a te r )  
c r
P^ = v a p o r  p r e s s u r e  o f  w a t e r  a tm .  a t  t e m p e r a tu r e  T 
T = t e m p e r a tu r e  a t  w h ic h  P^ i s  e v a l u a t e d  d e g r e e  K e lv in e  
x  ■ 6 4 7 .2 7  -  T
a* = 3 .2 4 3 7 8 1 4  b ’ = 5 .8 6 8 2 6  x  10- 3
c '  = 1 .1 7 0 2 3 7 9  x  10“ 8 d '  = 2 .1 8 7 8 4 6 2  x  1 0 - 3
T + TT he w a l l  t e m p e r a t u r e  i s  a s su m e d  t o  b e  e q u a l  t o  c  ^ 9  . The a b o v e
c o r r e l a t i o n  i s  v a l i d  i n  t h e  t e m p e r a t u r e  r a n g e  o f  10°C t o  1 5 0 °C .
The s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (2 -1 2 )  fo rm s  a  s e t  o f  n o n l i n e a r  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t h a t  c o u p le d  w i t h  e q u a t i o n  (2 -1 4 )  c o n s t i t u t e  t h e  
m a th e m a t ic a l  m o d e l o f  t h e  s y s te m .
C . L i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  S y s te m  E q u a t io n s
C o n t r o l  t h e o r y  i s  f a r  m o re  a d v a n c e d  f o r  l i n e a r  s y s te m s  t h a n  i t  
i s  f o r  n o n l i n e a r  s y s te m s .  T he m o s t  a t t r a c t i v e  f e a t u r e s  o f  t h e  l i n e a r  
s y s te m s  a r e  t h e  a v a i l a b i l i t y  o f  t h e  w e l l  d e v e lo p e d  t r a n s f o r m  t e c h ­
n i q u e s ,  a n d  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  p r i n c i p l e  o f  s u p e r p o s i t i o n .
L i n e a r i z a t i o n  i s  n o r m a l ly  b a s e d  o n  t h e  t r u n c a t e d  T a y lo r  s e r i e s  
e x p e n s io n  o f  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  a b o u t  t h e  s t e a d y  s t a t e  o p e r a t i n g  c o n ­
d i t i o n s .  As lo n g  a s  s m a l l  e x c u r s i o n s  o c c u r  a b o u t  t h e  s t e a d y  s t a t e ,  t h e  
n o n l i n e a r  te r m s  may b e  r e p l a c e d  b y  l i n e a r  a p p r o x i m a t io n s .  To a c h ie v e  
f a i t h f u l  m o d e l in g ,  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  n o n l i n e a r  e f f e c t s  s h o u ld  b e  r e ­
t a i n e d  i n  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s t e a d y  s t a t e  a b o u t  w h ic h  t h e  l i n e a r i z a ­
t i o n  i s  m ade . I n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  m e r i t s  o f  t h i s  t y p e  m o d e l in g  h a s  
b e e n  t h e  s u b j e c t  o f  s e v e r a l  e x p e r i m e n t a l  a n d  c o m p u ta t io n a l  s t u d i e s  an d  
h a s  b e e n  fo u n d  t o  r e p r e s e n t  a c c u r a t e l y  t h e  d y n a m ic  e f f e c t s  o b s e r v e d  
(4 , 3 0 , 3 1 ) .
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I n  c a r r y i n g  o u t  t h e  l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  m o d e l ( e q u a t io n s  ( 2 - 1 2 ) ) ,  
i t  i s  c o n v e n ie n t  t o  d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  v a r i a b l e s
H e re  t h e  v a r i a b l e s  o n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  cure c a l l e d  t o t a l  v a r i a b l e s .  
E ach  e q u a l s  t h e  sum o f  tw o  te rm s#  t h e  f i r s t  o n e  b e in g  t h e  s t e a d y  p a r t  
a n d  in d e p e n d e n t  o f  t im e ,  a n d  t h e  s e c o n d  te r m  b e in g  t h e  d e v i a t i o n  fro m  
t h e  s t e a d y  s t a t e .  To l i n e a r i z e  t h e  s y s te m  e q u a t i o n s  ( 2 - 1 2 ) ,  t h e  n o n ­
l i n e a r  t e r m s  a r e  e x p e n d e d  i n  a  T a y lo r  s e r i e s .  I f  t h e  te r m s  w i t h  o r d e r  
g r e a t e r  t h a n  o n e  a r e  n e g l e c t e d ,  t h e  r e s u l t  w i l l  b e  a s  f o l l o w s :
T ( z , t )  «  T ( z )  + 6t  ( z , t )
C C C
T ( z ,  t )  = T (z) + 6T ( z , t )
g g g
m ( z , t )  = m (z) + 6 m ( z , t ) (2 -1 5 )
V ( t )  = V + 6V ( t )  c  c  c
V ( t )  «  V + 6V ( t )
g g g
9 -8 m (z )  (9 -8 m (z ) )
(6Tc ( z , t )  + <STg ( z , t ) ) (2 -1 6 )
2
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Up t o  now e a c h  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  h ad  i t s  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
a s  i t s  a rg u m e n ts  i n s i d e  p a r e n t h e s e s .  From  now o n  t h e  p a r e n t h e s e s  an d  
t h e  in d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  w i l l  b e  d ro p p e d  u n l e s s  d o in g  s o  c a u s e s  c o n ­
f u s i o n .  The n o m e n c la tu r e  w i l l  b e  a s  i s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  (2 -1 5 )  
w i t h o u t  t h e  a r g u m e n ts .  T he v a r i a b l e s  w i t h  t h e  b a r  s t a n d  f o r  s t e a d y  
s t a t e ,  v a r i a b l e s  w i t h o u t  t h e  b a r  r e p r e s e n t  t h e  t o t a l  v a r i a b l e s ,  an d  
v a r i a b l e s  w i t h  6 i n d i c a t e  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s .
e q u a t i o n s  ( 2 - 1 5 ) ,  a n d  t h e  n o n l i n e a r  te r m s  u s in g  e q u a t i o n s  (2 -1 6 )  a r e  
s u b s t i t u t e d  i n  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( 2 - 1 2 ) ;  t h e  r e s u l t  i s
I f  t h e  t o t a l  v a r i a b l e s  Tc , T ^ , a n d  m, a s  t h e y  a r e  d e f i n e d  by
+ k .  [ ( t  -  T ) + (6T -  6 t  ) ]  I*-'  c  g '  v c  g JA
(2 -1 7 )
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The p r o b le m  i s  now s e p a r a t e d  i n t o  tw o  d i f f e r e n t  p a r t s .  One I s  
t h e  s t e a d y  s t a t e  p o r t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n ,  a n d  t h e  o t h e r  i s  t h e  t r a n ­
s i e n t  p o r t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n .  A s t h e  s y s te m  a p p r o a c h e s  s t e a d y  s t a t e ,  
t h e  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s  t e n d  t o  go  t o  z e r o . To o b t a i n  t h e  s t e a d y  s t a t e  
p a r t ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  s e t  t h e  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s  e q u a l  t o  z e r o .  
D o in g  s o ,  t h e  r e s u l t  i s
To o b t a i n  t h e  t r a n s i e n t  p a r t  o f  t h e  p ro b le m , e a c h  e q u a t i o n  i n  
t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (2 -1 8 )  i s  s u b t r a c t e d  f ro m  t h e  c o r r e s p o n d in g  o n e  
i n  e q u a t i o n s  ( 2 - 1 7 ) .  The r e s u l t  i s
(2 -1 8 )
r\ ^  r\ a
H, -£ -S T  =  H.V r r  6T + k .  (6T -6 T  ) +  H, T ) 6V1 3 t  c  1  c  9Z c  1  g  c  l ^ Z  c J c
 - — -  6m
(9-85f)
(2 -1 9 )
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D . S o l u t i o n  o f  t h e  S y s te m  E q u a t io n s
S o l u t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  (2 -1 2 )  
r e q u i r e s  t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s te m  e q u a t i o n s  a s  t h e  
s t a r t i n g  p o i n t .  The s o l u t i o n  o f  t h e  i n c r e m e n t a l  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  (2 -1 9 )  a l s o  r e q u i r e s  t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n  t o  e v a l u a t e  
t h e  s p a t i a l l y  d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s .  A d d i t i o n a l l y ,  t h e  T a y lo r  d i f f u ­
s i o n  m o d e l ,  a n d  t h e  c o m p le x  d o m ain  s o l u t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m e d  i n c r e ­
m e n ta l  e q u a t i o n s  w h ic h  g i v e s  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  s y s te m  ( b o th  
d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r ) , r e q u i r e  t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n  t o  
e v a l u a t e  t h e  s p a t i a l l y  d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s  o f  e q u a t i o n s  ( 2 - 1 9 ) .  
T h e r e f o r e  t h e  p r o c e d u r e  t o  s o l v e  t h e  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n  i s  g i v e n  
n e x t .  T hen  t h e  m e th o d  o f  s o l u t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a ­
t i o n s  i s  p r e s e n t e d .
1 .  S te a d y  S t a t e  S o l u t i o n
S te a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  (2 -1 8 )  a r e  n o r m a l iz e d  f i r s t  b y  m ak in g  
t h e  f o l l o w i n g  t r a n s f o r m a t i o n :  
y  = Z /L
w h e re  L i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  h e a t  e x c h a n g e r .  U s in g  t h e  c h a in  r u l e  
g i v e s
C o m b in a t io n  o f  e q u a t i o n  (2 -2 0 )  w i t h  e q u a t i o n s  (2 -1 8 )  r e s u l t s  i n  
t h e  f o l l o w i n g :
i s  e v a l u a t e d  a t  t h e  w a l l  t e m p e r a t u r e  a ssu m e d  t o  b e  e q u a l  t o
T +T c  q— j - 2- by  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n  ( 2 - 1 4 ) .  The b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  i n  
n o r m a l iz e d  fo rm  (T a b le  1) a r e :
T (y=0) = 131°F
g
m (y=0) = 0 .6 2 3 3 4
T (y = l)  = 7 4 .9 ° F  c  J
H e re  u s e  h a s  b e e n  m ade o f  e q u a t i o n  (2 -1 1 )  t o  e v a l u a t e  m (y=0) f ro m  th e
p a r t i a l  p r e s s u r e  o f  w a te r  a t  t h e  i n l e t .  The p a r a m e t e r s  o f  t h e  s y s te m
a r e  e v a lu a t e d  b y  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n s  ( 2 - 1 3 ) ,  t h e  d a t a  g iv e n  i n  T a b le  1 , 
a n d  t h e  m ass  a n d  o v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s  w h ic h  w e re  a l r e a d y  
e v a l u a t e d .  T h e se  p a r a m e t e r s  a r e  g iv e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  t a b l e :
T a b le  2 . — PARAMETERS OF THE SYSTEM
Hx = 0 .3 0 3  x  1 0 - 1  B t u / f t  °F k 2 = 6 4 .3 2  B tu /m in .  f t  a tm .
H = 0 .1 1 3 5 x 1 0 ~ 3 B t u / f t  °F V = 8 .4 6  f t / m i n .
2  C
H_ = 0 .5 5 2  x  l o ”1 B t u / f t  V = 9 9 3 . 0  f t / m i n .3 g
= 0 .1 8 1 2  x  10  1 B tu /m in .  f t  °F
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T he s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  (2 -2 1 )  c o u p le d  w i t h  e q u a t i o n s  (2 -1 4 )  
a n d  w i t h  t h e  a s s o c i a t e d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  f a l l  i n t o  a  g e n e r a l  c l a s s  
o f  p ro b le m s  t h a t  a r e  c a l l e d  s p l i t  b o u n d a ry  v a l u e ,  a s  o p p o s e d  t o  i n i t i a l  
v a l u e  p r o b le m s .  The t e c h n i q u e  t o  s o l v e  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (2 -2 1 )  
i s  c a l l e d  t h e  s h o o t i n g  m eth o d  i n  c o n t r a s t  t o  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  
t e c h n i q u e .  I n  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e th o d , t h e  d e r i v a t i v e  t e r m s  a r e  
a p p r o x im a te d  b y  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  a n a lo g .  T h is  r e s u l t s  i n  a  s e t  o f  
l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  i f  t h e  o r i g i n a l  s y s te m  i s  l i n e a r ,  a n d  n o n ­
l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  o t h e r w i s e .  T he  s y s te m  o f  s im u l ta n e o u s  e q u a ­
t i o n s  c a n  b e  s o lv e d  i t e r a t i v e l y .  When t h e  s y s te m  e q u a t i o n s  a r e  n o n ­
l i n e a r ,  t h e  q u e s t i o n  o f  u n iq u e n e s s  m u s t  b e  a d d r e s s e d  a n d  t h e  g e n e r a t i o n  
o f  a n y  s o l u t i o n  may b e  v e r y  d i f f i c u l t .
T he s h o o t i n g  m e th o d  r e d u c e s  t h e  p ro b le m  t o  a n  i t e r a t i v e  s o l u t i o n  
o f  i n i t i a l  v a l u e  p r o b le m . The g e n e r a l  p r o c e d u r e  i s  t o  c h o o s e  t h e  
b o u n d a ry  t h a t  h a s  t h e  m o s t  s p e c i f i e d  c o n d i t i o n s  a s  t h e  i n i t i a l  p o i n t  
a n d  a ssu m e  a n y  o t h e r  c o n d i t i o n s  t h a t  a r e  m i s s i n g .  The i n i t i a l  v a lu e  
p ro b le m  i s  t h e n  s o l v e d .  U n t i l  t h e  co m p u ted  s o l u t i o n  a g r e e s  w i t h  t h e  
s p e c i f i e d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s ,  t h e  a s su m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  a d ­
j u s t e d  a n d  t h e  s o l u t i o n  i s  r e p e a t e d  t o  t h e  p o i n t  w h e re  t h e  a s su m e d  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  y i e l d ,  w i t h i n  a  s p e c i f i e d  t o l e r a n c e ,  a  s o l u t i o n  t h a t  
a g r e e s  w i t h  t h e  s p e c i f i e d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s .
T he a l g o r i t h m  t o  a d j u s t  t h e  a ssu m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  t h a t  r e ­
s u l t s  i n  a  s e q u e n c e  o f  e v e r - im p r o v in g  s o l u t i o n  i s  n o t  a  u n i v e r s a l  o n e .  
The c h o ic e  am ong d i f f e r e n t  t e c h n i q u e s ,  f ro m  a  s im p le  r o o t  f i n d i n g  p r o ­
c e d u r e  t o  t h e  m ore  s o p h i s t i c a t e d  o p t i m i z a t i o n  r o u t i n e s ,  d e p e n d s  o n  t h e  
d e g r e e  o f  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  s y s te m  a n d  t h e  num ber o f  m i s s in g  b o u n d a ry  
c o n d i t i o n s  a t  t h e  c h o s e n  i n i t i a l  p o i n t .  T h e re  a r e  no  know n a l g o r i t h m s
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w h ic h  g u a r a n t e e  a  s u c c e s s f u l  s o l u t i o n  o f  a n y  a r b i t r a r y  b o u n d a ry  v a l u e  
p r o b le m .
T he m e th o d  c h o s e n  i n  t h i s  s tu d y  c o n s i s t e d  o f  G i l l ' s  m o d i f i c a t i o n
o f  t h e  f o u r t h  o r d e r  R u n g a -K u tta  a n d  R e g u l a - F a l s i  a l g o r i t h m  t o  a d j u s t
t h e  a ssu m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  ( 6 ) .  Any t im e  t h e  s o l u t i o n  w i t h  t h e
a s su m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  (t  (y*»0)) i s  c a r r i e d  o u t ,  a n  e r r o r  t e r m  g iv e nc
2 .  S o l u t i o n  o f  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t io n s
I n c r e m e n t a l  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  n o r m a l iz e d  f i r s t ,  
b y  c o m b in in g  e q u a t i o n  (2 -2 0 )  w i t h  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( 2 - 1 9 ) .  The 
r e s u l t  i s
b y
E ”  ^ c  s p e c i f i e d  (t c (Y“ 1 ) )  c o m p u te d (2- 22 )
i s  e v a l u a t e d .  The a b s o l u t e  v a lu e  o f  t h i s  te rm  i s  co m p a red  w i t h  t h e  
“ 6t o l e r a n c e  (1 0  ) t o  s e e  i f  t h e  a ssu m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n  h a s  y i e l d e d
t h e  s o l u t i o n  t h a t  a g r e e s  w i t h  t h e  s p e c i f i e d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n  
(Tc ( y = l ) ) .  T he p r o c e d u r e  i s  su m m arized  i n  F i g u r e  2 - 2 .
 _  6m
(9-8m )
(2 -2 3 )
S t a r t
TC2 = T C 2 + ATC 
TC (y=0) = TC2
ID = 3
G u ess  a  v a lu e  f o r
TC(y=0) = TCI
S o lv e  t h e  s y s te m
i s  
|E3 |<TO|
y e s
E v a lu a te 2 /  i s \ 1
E2
E v a lu a t e
TC2 =  T C l+A T C
ID = 2 
TC (y=0) = TC2
P r i n t  t h e  
r e s u l t s
E2 = E3 
TC2 = TC3
y e s  / i s \
TC1*E2 — TC2*E1 
”  E2 -  E l- < E i*  E3<oy 
TT 110




TC (y=0) = TC3
... _  ............. ... — I ____ A
F i g u r e  2 - 2 .  F low  d ia g ra m  t o  s o l v e  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n
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The s p a t i a l l y  d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s  o f  e q u a t i o n s  (2 -2 3 )  a r e  
c a l l e d  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s .  T h e se  a r e  r e p r e s e n t e d  a s  f o l l o w s :
O nce t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n ,  w h ic h  w as d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y ,  
i s  o b t a i n e d ,  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  c a n  b e  c a l c u l a t e d .
F i g u r e s  2 -3  th r o u g h  2 -7  a r e  p l o t s  o f  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  v e r s u s  t h e  
n o r m a l iz e d  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  y .
T h e re  a r e  tw o g e n e r a l  p r o c e d u r e s  t o  s o l v e  a  s y s te m  o f  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h i s  t y p e .  T h ese  a r e :
1) A p p ro x im a t io n  o f  t h e  s y s te m  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
b y  a  s e t  o f  d i f f e r e n t i a l  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  T h i s  i s  d o n e  by  s u b s t i ­
t u t i n g  e i t h e r  t h e  t im e  o r  s p a c e  d e r i v a t i v e s  b y  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  
a n a lo g .  When t h i s  i s  d o n e , i t  i s  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  a  lu m p e d  a p p r o x i ­
m a t io n .  G o u ld  (12) d i s c u s s e s  i n  d e t a i l  t h e  lum ped  a p p r o x i m a t io n  a n d  
show s a n  e q u i v a l e n t  e l e c t r i c a l  c i r c u i t  f o r  a  c o u n t e r  f lo w  p r o c e s s  w i t h  
tw o d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  He a l s o  t r e a t s  t h e  c a s e  w h e re  t h e  d i f f u s i o n a l  
t e r m  i s  p r e s e n t  a n d  d e r i v e s  t h e  n e c e s s a r y  num ber o f  b a s e  p o i n t s ,  i n  
t e r m s  o f  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  s y s te m , t o  h a v e  a  r e a s o n a b l e  a p p ro x im a ­
t i o n  o f  t h e  s y s te m .
s2(y> 9
(2 -2 4 )
c
s 5 (y) = r  ( I f ®)
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2) F i n i t e  d i f f e r e n c e  f o r m u l a t i o n s  t h a t  m u s t  o f t e n  r e d u c e  t h e  
s y s te m  o f  e q u a t i o n s  t o  a  s e t  o f  s im u l ta n e o u s  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s .  The 
s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  b y  s im p le  a l g e b r a i c  o p e r a t i o n s .  T h is  i s  s u i t a b l e  
f o r  d i g i t a l  c o m p u te r  s o l u t i o n  i n  c o n t r a s t  t o  d i f f e r e n t i a l  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n s  w h ic h  a r e  a m e n a b le  t o  h y b r id  s o l u t i o n .
T he t e c h n i q u e  c h o s e n  f o r  s i m u l a t i o n  o f  t h e  s y s te m  u n d e r  i n v e s t i ­
g a t i o n  w as t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  f o r m u l a t i o n .  S u p p o se  V ( y , t )  i s  t h e  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e  w h ic h  i s  a  f u n c t i o n  o f  t im e  a n d  s p a c e  y .  T im e t  
i n c r e a s e s  w i t h o u t  l i m i t ,  w h i l e  t h e  s p a c e  d o m ain  y  v a r i e s  b e tw e e n  z e r o  
a n d  o n e .  T h i s  i s  a lw a y s  p o s s i b l e  b y  n o r m a l i z in g  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  
a s  h a s  a l r e a d y  b e e n  d o n e .
C o n t r a r y  t o  t h e  c o n t in u o u s  a l g o r i t h m  w h e re  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  
V ( y , t )  i s  d e f i n e d  o v e r  t h e  w h o le  r a n g e  o f  t h e  t im e  a n d  t h e  s p a c e  d o m a in , 
i n  t h e  d i s c r e t e  a l g o r i t h m  V ( y , t )  i s  d e f i n e d  o n l y  a t  d i s c r e t e  p o i n t s .
I t  i s  c o n v e n ie n t  t o  c h o o s e  a  n o t a t i o n  f o r  d i s c r e t e s  t o  show  t h e  c o r r e ­
s p o n d e n c e  b e tw e e n  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  V a n d  t h e  in d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
y  a n d  t .  T he c o n t in u o u s  v a r i a b l e  y  i s  d e f i n e d  a t  a  f i n i t e  num ber o f  
p o i n t s  s p a c e d  e q u a l l y  w i t h  t h e  in c r e m e n t  Ay. The v a r i a b l e  t  i s  d e f i n e d  
a s  t h e  s p a c e  d o m ain  y ,  b u t  t h e r e  i s  no  l i m i t  t o  t h e  num ber o f  i n t e g r a l  
p o i n t s ,  an d  t h e  t im e  i n t e r v a l  A t, b e tw e e n  tw o s u c c e s s i v e  t im e  i n t e g r a l s ,  
i s  n o t  n e c e s s a r i l y  c o n s t a n t .  I t  i s  a  common p r a c t i c e  t o  i n c r e a s e  A t a s  
t h e  s o l u t i o n  p r o g r e s s e s .  I n  F i g u r e  2 - 8 ,  t h e  g r i d  p o i n t s  ( r e p r e s e n t e d  
b y  c i r c l e s ) , w h e re  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  t o  b e  d e te r m in e d ,  a r e  
show n f o r  tw o  s u c c e s s i v e  t im e  l e v e l s .
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F i g u r e  2 - 8 .  G r id  P o i n t s  o f  t h e  S y s tem
The s p a c e  in d e x  i s  i ,  a n d  t h a t  o f  t im e  i s  n .  T h e s e  in d e x e s  t a k e  
o n  i n t e g r a l  v a lu e s  a t  t h e  g r i d  p o i n t s .  W ith  t h i s  n o m e n c la tu r e ,  t h e  
v a l u e  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  V a t  t h e  g r i d  p o i n t  i ,  a n d  t im e  l e v e l  
t R c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by T he v a l u e  o f  y a t  t h i s  p o i n t  i s  1 x  Ay,
n
a n d  t  = T ( A t) . .  N o te  t h a t  A t m ig h t  h a v e  d i f f e r e n t  v a l u e s  f o r  d i f -  
n  j = i  ’
v a l u e s  o f  t h e  in d e x  j .
To d e r i v e  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  a  s y s te m  o f  p a r ­
t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  t h e  d e r i v a t i v e s  an d  t h e  v a r i a b l e s  (d e p e n d ­
e n t  o r  in d e p e n d e n t)  s h o u ld  b e  som ehow  e x p r e s s e d  i n  te r m s  o f  d i s c r e t e  
v a r i a b l e s .  A num ber o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e  a n a lo g s  a r e  a v a i l a b l e  (6 ,  3 6 ) ,  
b u t  o n e  w h ic h  h a s  p r o v e n  v e r y  s u c c e s s f u l  f o r  a  num ber o f  p ro b le m s  i s  
t h e  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  T h e s e  a n a lo g s  a r e  c e n t e r e d  i n  b o th  
s p a c e  a n d  t im e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g r i d  p o i n t s  a t  w h ic h  t h e  v a l u e s  o f  
t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  t o  b e  d e te r m i n e d .  The c r o s s  p o i n t  i n  
F i g u r e  2 -8  r e p r e s e n t s  t h e  l o c a t i o n  a b o u t  w h ic h  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  
a n a lo g  i s  w r i t t e n .  T he c o o r d i n a t e  o f  t h i s  p o i n t  i s  W  ■ The
s p a c e  a n d  t im e  d e r i v a t i v e s  a r e  a p p r o x im a te d  b y :
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2 Ay Ay
(2 -2 5 )
I n  o r d e r  t o  d e r i v e  t h e  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  a  h y p e r ­
b o l i c  s y s te m , t h e  d e r i v a t i v e s  a r e  s u b s t i t u t e d  b y  e q u a t i o n s  ( 2 - 2 5 ) ,  t h e  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a t  t h e  c r o s s  p o i n t  a r e  s u b s t i t u t e d  by  t h e  a v e r a g e  
t a k e n  o v e r  t h e  f o u r  g r i d  p o i n t s  s u r r o u n d in g  t h e  c r o s s  p o i n t .  I f  t h e r e  
e x i s t  an y  c o e f f i c i e n t s  t h a t  a r e  f u n c t i o n s  o f  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  y  
a n d  t ,  t h e y  s h o u ld  a l s o  b e  e v a l u a t e d  a t  t h e  c r o s s  p o i n t .  A lth o u g h  t h e  
r e s u l t i n g  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  e x p l i c i t  f o r  a  l i n e a r  i n i t i a l  
v a l u e  p ro b le m , i t  i s  n o t  so  f o r  a  s p l i t  b o u n d a ry  p r o b le m . C o m b in a t io n  
o f  e q u a t i o n s  ( 2 -2 3 )  a n d  (2 -2 4 )  r e s u l t s  i n
The c e n t e r e d  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  
a r e  g iv e n  i n  A p p e n d ix  A . T he s h o o t i n g  t e c h n i q u e  w as u s e d  t o  s o lv e  t h e  
s e t  o f  i m p l i c i t  s im u l ta n e o u s  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s . T he N ew to n -R ap h so n  
t e c h n i q u e  w as u s e d  t o  a d j u s t  t h e  a ssu m e d  m i s s i n g  b o u n d a ry  c o n d i t i o n  a t  
i n i t i a l  p o i n t  ( i = l ) .
-  S3 (y ) (6 T c  +  6Tg )]  -  s 4 ( y )6 v g
H3 at
n V rv
6m = ------ £-2- 6m + k 2 [S3 (y) (6Tc + 6Tg ) -  S 2 (y ) 6m]
-  S (Y)6V 
5 g
(2 -2 6 )
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The b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  d e p e n d  
e n t i r e l y  o n  t h e  way t h e  s t e a d y  s t a t e  i s  d e f i n e d .  Two d i s t i n c t  t y p e s  
o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n  c a n  b e  d e f i n e d :
1) T he s t e a d y  s t a t e  p a r t  o f  t o t a l  v a r i a b l e s  i n  e q u a t i o n s  (2 -1 5 )
a r e  i n i t i a l  s t e a d y  s t a t e s .  I t  i s  a p p a r e n t  f ro m  e q u a t i o n s  (2 -1 5 )  t h a t
t h e  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n  o f  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s  (6 t  ( y ,0  ) ,  St  ( y ,0  ) ,c  -  g  -
a n d  6 m (y ,0 _ ) ) a r e  z e r o .  S u p p o se  a t  t h e  t im e  t = 0 ,  a  s t e p  c h a n g e  o c c u r s  
i n  o n e  o f  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s /  e . g . ,  6t  ( 0 ,0 ) = 1 ,  th e n :
6t  ( y ,0  ) e  <St  ( y ,0  ) = 6 m (y ,0  ) ® 0 0 <. y  <, 1c  — g  — -
6Tg ( 0 , t )  = 1 
6 m ( 0 , t )  = 0 
6Tc ( l , t )  a  0
T h is  t y p e  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n  i s  u s e d  i n  t h e  n u m e r ic a l  s o l u ­
t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  e q u a t i o n  ( 2 - 2 6 ) .  I t  
s h o u ld  b e  n o t e d  t h a t  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t  c a n  b e  a ssu m e d  t o  b e  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  w ay t h e  s t e a d y  s t a t e s  a r e  d e f i n e d ,  s i n c e  s m a l l  e x ­
c u r s i o n s  a r e  c o n s i d e r e d .
2) The s t e a d y  s t a t e  p a r t  o f  t h e  t o t a l  v a r i a b l e s  i n  e q u a t i o n s  
(2 -1 5 )  a r e  f i n a l  s t e a d y  s t a t e s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n  
o f  t h e  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e  i s  n o t  z e r o .  S u p p o se  t h a t  i t  i s  d e s i r e d
t o  i n v e s t i g a t e  t h e  b e h a v io r  o f  t h e  s y s te m  t o  a  s t e p  c h a n g e  o f  t h e  i n l e t  
g a s  t e m p e r a t u r e .  Two a p p r o a c h e s  c a n  b e  t a k e n  t o  o b t a i n  t h e  i n i t i a l  i n ­
c r e m e n t a l  d i s t r i b u t i o n .  One a p p r o a c h  i s  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  l i n e a r i z e d
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m o d e l , a n d  t h e  o t h e r  o n e  I s  o n  t h e  b a s i s  o f  n o n l i n e a r  m o d e l .
I f  t h e  f o rm e r  a p p r o a c h  i s  c h o s e n ,  t h e  t im e  d e r i v a t i v e s  i n  e q u a ­
t i o n s  (2 -2 6 )  a r e  s e t  e q u a l  t o  z e r o .  The r e s u l t i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a ­
t i o n s  a r e  s o l v e d .  T he b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a r e  a s  f o l l o w s :
6t
g
»  - l
y=0
6m .  = 0|y = 0
6Tc y = l
I f  t h e  l a t t e r  a p p r o a c h  i s  c h o s e n ,  t h e  n o n l i n e a r  s t e a d y  s t a t e  
e q u a t i o n s  (2 -2 1 )  a r e  s o lv e d  f o r  tw o s e t s  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s .  
T h e s e  a r e
Tg (y=0) = 131°F
m (y=0) = 0 .6 2 3 3 4  S e t  N o. 1
T (y = l)  = 7 4 .9 ° F  c
T (y=0) = 1 30°F
g
m (y=0) = 0 .6 2 3 3 4  S e t  NO. 2
Tc (y = l)  = 7 4 .9 ° F
R e p r e s e n t in g  t h e  s o l u t i o n s  fro m  e a c h  s e t  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  
a c c o r d i n g l y ,  t h e  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s :
STc ( y ,0 _ )  = (Tc ( y ) ) 2 -  (Tc ( y , ) 1 
6Tg ( y ,0 _ )  = (Tg ( y ) ) 2 -  (Tg ( y ) ) x 
6 m (y ,0 _ )  »  (« n (y ))2 -  (m <y))
T h e s e  i n i t i a l  i n c r e m e n t a l  d i s t r i b u t i o n s  a r e  u s e d  a s  t h e  s t a r t i n g  
p o i n t  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  s u b j e c t  
t o  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s .
6t  ( l , t )  = 0c
6 t  ( 0 , t )  =  0 
9
6 m ( 0 , t )  = 0
T h e s e  t y p e s  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a r e  u s e d  t o  d e v e lo p  t h e  
T a y lo r  d i f f u s i o n a l  m o d e l i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .
CHAPTER I I I
IDENTIFICATION
A. I n t r o d u c t i o n
I t  w as d i s c u s s e d  i n  C h a p te r  I  t h a t  t h e  m a in  o b j e c t i v e  o f  c o n ­
t r o l  i n  c h e m ic a l  p r o c e s s e s  i s  t h e  r e g u l a t i o n  o f  t h e  p r o c e s s  o u t p u t  i n  
t h e  f a c e  o f  d i s t u r b a n c e s  e n t e r i n g  t h e  s y s te m . I f  o n e  i s  c o n c e r n e d  w i th  
t h e  u s e  o f  c o n v e n t i o n a l  c o n t r o l  s y s te m  d e s i g n  p r o c e d u r e s  s u c h  a s  f r e -  
q u e n c y -d o m a in  d e s ig n  m e th o d s , t h e  k n o w le d g e  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  r e ­
l a t i n g  t h e  o u t p u t  ( c o n t r o l l e d  v a r i a b l e )  t o  l o a d  d i s t u r b a n c e s  a n d  
m a n ip u la t e d  v a r i a b l e s  i s  e s s e n t i a l .  O nce t h e s e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  a r e  
o b t a i n e d ,  t h e  p r o b le m  o f  d e s ig n i n g  c o n t r o l l e r s  i s  s t r a i g h t f o r w a r d  (1 2 , 
1 3 , 2 6 ) .
One o f  t h e  e a r l i e s t  t e c h n i q u e s  o f  o b t a i n i n g  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
d a t a  i s  d i r e c t  s i n u s o i d a l  p r o c e s s  t e s t i n g  ( 7 ,  3 3 ) .  The t e c h n i q u e  i s  
e x p e r i m e n t a l  i n  c o n c e p t  a n d  i t  i s  s t i l l  o c c a s i o n a l l y  u s e d  o n  a  l a b o r a ­
t o r y  s c a l e  ( 3 1 ) .  The l i m i t a t i o n  o f  t h e  t e c h n i q u e  i s  d i s c u s s e d  b y  
H ougen a n d  W alsh  ( 1 6 ) .  Some f a c t s  c o n c e r n in g  t h e  o b t a i n i n g  o f  e x p e r i ­
m e n ta l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  a r e  d i s c u s s e d  b y  M u r r i l l  ( 2 6 ) .  M o st 
l i m i t a t i o n s  o f  d i r e c t  s i n u s o i d a l  p r o c e s s  t e s t i n g  w e re  o v e rc o m e  b y  p u l s e  
t e s t i n g  a n d  t h e  F o u r i e r  a n a l y s i s  m e th o d  t h a t  h a s  b e e n  e x t e n s i v e l y  i n ­
v e s t i g a t e d  b y  H ougen e t  a l .  (9 , 1 0 , 1 5 , 1 6 ) .
P a r a l l e l  t o  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  d e t e r m i n i s t i c  t e c h n i q u e s  i s  t h e  
s t o c h a s t i c  m o d e l b u i l d i n g  t e c h n i q u e  th r o u g h  t im e  s e r i e s  a n a l y s i s  ( 5 ) .
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The b a s i c  t o o l s  f o r  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e l a r e  
a u t o c o r r e l a t i o n ,  p a r t i a l  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  o f  t h e  i n p u t  a n d  
o u t p u t ,  a n d  t h e  c r o s s  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  b e tw e e n  i n p u t  a n d  o u t p u t .
The t e c h n i q u e  h a s  b e e n  s u c c e s s f u l l y  a p p l i e d  b y  Box a n d  J e n k in s  (5 ) t o  
a  g a s  f u r n a c e  a n d  a  c h e m ic a l  p r o c e s s .
The p l a n t  t e s t i n g  i s  n o r m a l ly  v e r y  c o s t l y  a n d  t im e  c o n s u m in g , 
e s p e c i a l l y  w hen t h e  r a t e  o f  r e s p o n s e  i s  v e r y  s lo w , a n d  b e c a u s e  m any 
d i s t u r b a n c e s  s h o u ld  b e  c o n s i d e r e d .  A g o o d  e x a m p le  o f  t h i s  i s  a  h ig h  
p u r i t y  f r a c t i o n a t o r  c o lu m n  w h e re  t h e  c o m p o s i t io n  e f f e c t s  a r e  o n  t h e  
o r d e r  o f  h o u r s ,  a n d  w h e re  m any d i s t u r b a n c e s  s u c h  a s  f e e d  c o m p o s i t i o n ,  
e n t h a l p y ,  a n d  f lo w  r a t e s ,  e t c . ,  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  As a n  
a l t e r n a t i v e  t o  t h e  p l a n t  t e s t i n g ,  t h e o r e t i c a l  p r e d i c t i o n  o f  p r o c e s s e s  
i s  o f t e n  c o n s i d e r e d .
S y s te m s  m o d e le d  b y  d i s t r i b u t e d  e q u a t i o n s  s u c h  a s  h e a t  e x c h a n g e r s ,  
t u b u l a r  r e a c t o r s ,  e t c . ,  c o u ld  i n  p r i n c i p l e  b e  l o c a l l y  l i n e a r i z e d  ( i f  
t h e  m o d e l i s  n o n l i n e a r ) , a n d  a n  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n  o f  t h e  t r a n s f e r  
f u n c t i o n  o b t a i n e d .  I n s p e c t i o n  o f  t h e s e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  
t r a n s f e r  f u n c t i o n s  (1 2 , 32) r e v e a l s  t h a t  i n  g e n e r a l  t h e y  a r e  to o  com­
p l i c a t e d  t o  d e a l  w i t h  d i r e c t l y .  B e s id e s  t h e  c o m p le x i ty  o f  t r a n s f e r  
f u n c t i o n s  f o r  c o u n t e r  c u r r e n t  p r o c e s s e s  w i t h  s p l i t  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s ,  
t h e  p r o c e s s  o f  o b t a i n i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i s  v e r y  i n v o lv e d  a n d  b eco m es 
much w o r s e  a s  t h e  num ber o f  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  i n c r e a s e s .  I t  h a s  b e e n  
a  common p r a c t i c e  t o  r e s o r t  t o  some a p p r o x im a t io n  t e c h n i q u e  t o  r e p r e ­
s e n t  t h e  d y n a m ic s  o f  t h e  s y s te m  b y  a  s im p l e r  fo rm  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n .  
One p o p u l a r  a p p r o a c h  i s  f i t t i n g  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  i n t o  a n  
a p p r o p r i a t e  fo rm  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n .  E i t h e r  t h e  e x p e r i m e n t a l  t e c h ­
n i q u e s  ( d i r e c t  s i n u s o i d a l  o r  p u l s e  t e s t i n g )  w h ic h  w e re  d i s c u s s e d
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e a r l i e r ,  o r  t h e  f r e q u e n c y  do m ain  s o l u t i o n  t e c h n i q u e ,  w h ic h  a r e  g iv e n  
i n  th e  l a t t e r  p a r t  o f  t h i s  c h a p t e r  c a n  b e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  d a t a .
P l a n c h a r d  a n d  G o n z a le z  (11) h a v e  show n t h a t  t h e  f o l l o w i n g  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n
1 -  XKP x e x p ( - T  s )
G ( s ’ -  - . 1 + V )  m - V )----------  (3- 1)
w h e re  XKP = 1 -  s t e a d y  s t a t e  g a i n  
Tq = d e a d  t im e
a n d  T2 = t im e  c o n s t a n t s
g i v e s  g o o d  t im e  f i t  t o  t h e  r e s p o n s e  o f  h e a t  e x c h a n g e r s  i n  t h e  f a c e  o f  
c h a n g e s  i n  t h e  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s .  T hey  h a v e  a l s o  show n t h a t  t h e  
f o l l o w i n g  t r a n s f e r  f u n c t i o n  i s  a  s u i t a b l e  o n e
e x p ( -T  s )
G<s) -  GN (1+V) a « a.) <3-2>
w h e re  GN = s t e a d y  s t a t e  g a i n .
F o r  some o t h e r  s u i t a b l e  fo rm  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e ls  t h e  r e a d e r  i s  
r e f e r r e d  t o  (1 8 , 3 2 ) .
I n  t h i s  r e s e a r c h  tw o d i f f e r e n t  i d e n t i f i c a t i o n  t e c h n i q u e s  w e re  
u s e d .  One i s  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l t h a t  i s  t r e a t e d  b y  G o u ld  (12) 
a n d  R o s e n b ro c k  ( 2 7 ) .  The t e c h n i q u e ,  w h e re  i t  a p p l i e s ,  r e d u c e s  a  s y s te m  
o f  s im u l ta n e o u s  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t o  a  s i n g l e  
p a r a b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  The m e th o d  i s  a n a l y t i c a l ,  
a n d  t h e  r e s u l t i n g  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  a r e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e i r  
d e c o m p o s i t io n  i n t o  m o d e s . The o t h e r  i d e n t i f i c a t i o n  t e c h n i q u e  u s e d  w as 
t h e  f r e q u e n c y  d o m ain  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  d u e  t o  F o s s  a n d  S i n a i  (31) a n d
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B o l l i n g e r  ( 4 ) .  T he t e c h n i q u e  i s  n u m e r ic a l  a n d  i t s  m e r i t  h a s  b e e n  c o n ­
f i r m e d  e x p e r i m e n t a l l y  b y  F o s s  a n d  S i n a i .  T h is  m e th o d  i s  u s e d  t o  o b t a i n  
t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  a s  a  c o m p a r is o n  b a s e  t o  v a l i d a t e  t h e  T a y lo r  
d i f f u s i o n  m o d e l .  I n  t h e  n e x t  c h a p t e r ,  i t  i s  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f r e ­
q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  f e e d f o r w a r d  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  d i r e c t l y  
w i t h o u t  r e s o r t  t o  a n y  a p p r o x im a t io n  o f  t h e  s y s te m  t r a n s f e r  f u n c t i o n s .  
H e re , t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l i s  d e v e lo p e d  f i r s t ,  a n d  t h e  f r e q u e n c y  
d o m ain  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  i s  p r e s e n t e d .
B . T a y lo r  D i f f u s i o n  M odel
T h e re  a r e  t h r e e  b a s i c  a s s u m p t io n s  t h a t  a r e  t h e  f o u n d a t i o n  o f  t h e  
T a y lo r  m o d e l .  A s s t a t e d  b y  G o u ld  ( 1 2 ) ,  t h e s e  a r e :
1 .  A f t e r  a  d i s t u r b a n c e  o f  a n y  k i n d ,  i n  a  c o o r d i n a t e  s y s te m  
m o v in g  w i t h  a  m ean v e l o c i t y  v ,  e q u i l i b r i u m  i s  a c h ie v e d  m uch m ore 
r a p i d l y  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n  t h a n  i n  t h e  a x i a l  d i r e c t i o n .
2 .  F o r  s y s te m s  i n v o l v i n g  m o re  t h a n  tw o  s im u l ta n e o u s  p a r t i a l  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  a x i a l  g r a d i e n t s  t e n d  t o  b e  t h e  sam e a t  e v e r y  
i n s t a n t  f o r  a l l  s t r e a m s  a t  a  g i v e n  p o i n t  a lo n g  t h e  a x i s  o f  t h e  s y s te m .
3 .  T he sum o f  a l l  t r a n s f e r  t e r m s  i n  a l l  e q u a t i o n s  i s  z e r o .
By t h e  t r a n s f e r  te r m  i t  i s  m e a n t  t h e  te r m  d e s c r i b i n g  t h e  d i s a p ­
p e a r a n c e  o f  e n e r g y ,  momentum o r  m a ss  t o  a n o t h e r  s y s te m  o r  fo rm . I n  
t h e  s y s te m  u n d e r  s tu d y  t h e s e  t e r m s  a r e  t h e  t r a n s f e r  o f  e n e r g y  fro m  t h e  
s h e l l  t o  t h e  t u b e  s i d e  b y  c o n v e c t io n  a n d  c o n d e n s a t io n  o f  w a te r  a s  t h e  
r e s u l t  o f  m ass  t r a n s f e r .  To s a t i s f y  a s s u m p t io n  num ber 3 ,  b o th  s i d e s  
o f  e q u a t i o n  (2 -1 0 )  w e re  m u l t i p l i e d  b y  X. The n e c e s s i t y  o f  a s s u m p t io n s  
1 a n d  2 w i l l  becom e c l e a r e r  a s  t h e  m o d el i s  d e v e lo p e d .
To d e v e lo p  t h e  m o d e l ,  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  i s
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c o n s i d e r e d .  T h e s e  e q u a t i o n s ,  a f t e r  6v a n d  6v a r e  s e t  e q u a l  t o  z e r o ,
e g
i n  t h e  o r i g i n a l  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  Z t a k e  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :
g   g
H1 3t 5Tc ■ H1V= 3Z STc + V {Tg-6V
H2 it \  = '  Vg 4  6Tg + V SV <V  + V S2(Z)5m ’  S3 (Z> <4V 6Tgn
H3 it Sm ■ -  V g  ^  6m + k 2 tS 3 (Z) <6V 6Tg> "  S2 (Z) 6ml (3 - 3)
I f  t h e  v a r i a t i o n  o f  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  S2 (Z) a n d  S3 (Z) a r e  
m o d e r a te  o v e r  t h e  l e n g t h  o f  t h e  h e a t  e x c h a n g e r ,  t h e n  i t  i s  f e a s i b l e  t o  
a p p r o x im a te  them  b y  t h e i r  m ean v a l u e s .  I f  t h e  m ean v a l u e s  a r e  r e p r e ­
s e n t e d  b y  S2 a n d  S3 , t h e y  c a n  b e  c a l c u l a t e d  a s  f o l l o w s :
L
- i l 'S2 “  L S2 (Z )aZ
0
(3 -4 )
S3 " l  |  S3 (Z ,a Z
I t  i s  e a s y  t o  show  t h a t  e q u a t i o n s  (3 -4 )  i n  t h e  n o r m a l iz e d  
c o o r d i n a t e ,  y  = Z /L , t a k e s  t h e  f o l l o w in g  fo rm :
s 2 = |  s 2 (y )d y
°  (3 -5 )
1
S3 = f S3 (y )d y
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S u b s t i t u t i n g  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e i r  m ean v a l u e
e q u a t i o n s  (3 -3 )  becom e
(3 -6 )
A ssum e t h e  m o v in g  c o o r d i n a t e  t h a t  s a t i s f i e s  a s s u m p t io n  num ber 
o n e  a n d  f o r c e s  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( 3 - 6 ) ,  a f t e r  b e in g  t r a n s f o r m e d  
t o  t h e  m o v in g  c o o r d i n a t e  s y s te m , i n t o  e q u i l i b r i u m  t a k e s  t h e  f o l l o w i n g  
fo rm :
x  = Z + v t  
t '  = t
I t  c a n  b e  show n ( 1 2 ) ,  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  e q u a t i o n s  (3 -6 )  i n  
t h e  new c o o r d i n a t e  s y s te m  t a k e  t h e  f o l l o w i n g  fo rm :
(3 -7 )
H e r e ,  (■) s t a n d s  f o r  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  6t  , 6t  , a n d  6m.c  g
C o m b in a t io n  o f  e q u a t i o n s  (3 -6 )  a n d  (3 -7 )  y i e l d s
46
3 — 3
H1 3 ^  STc “ V V ' ' >  STc + kl < % - 4* c )
H2 %  = -  H2 (''g+v) 5T  STg + kl (STc - to g ) + k2 Ci26" ‘  V ' W
H3 Sm °  -  H3 <?g+V) ST 4m + k2 l5 3 (6V STg) * V 1"1 (3- 8)
The s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (3 -8 )  w i l l  b e  a t  e q u i l i b r i u m  i f  t h e  
p r o p e r  v a l u e  c a n  b e  fo u n d  f o r  v .  A ssu m in g  t h i s ,  t h e n  e q u a t i o n s  (3 -8 )  
r e d u c e  t o
  9
h ,  (v - v )  St + k , ( 6 t  - 6 t  ) ■ o 
1 c  ox  c  1 g  c
-  H (V +v) ~  ST + k . (6T  -6 T  ) + k_ [S_6m -  S , ( 6 t  + 6 t  )] = 02 g  d x g  X c  g  2 2  3 c  g
-  H3 (Vg +v) ~  6m + k 2 [S 3 (6Tc +6Tg ) -  S ^ m ]  = 0 (3 -9 )
To e v a l u a t e  t h e  p r o p e r  v a l u e  o f  v ,  a  m ean v a r i a b l e  6t  i s  d e ­
ni
f i n e d  a s  f o l l o w s :
H .6T  + H„6t  +  H 6 m  
w h e re  H = H +  H2 + H3
Now t h e  s e c o n d  a s s u m p t io n  i s  i n v o k e d ,  b u t  i n s t e a d  o f  s e t t i n g  t h e  a x i a l
g r a d i e n t s  i n  e q u a t i o n s  (3 -8 )  o r  (3 -9 )  e q u a l  t o  e a c h  o t h e r  a n d  e q u a l  t o
t h e  a x i a l  g r a d i e n t  o f  t h e  m ean v a r i a b l e  6t  ,  a  m ore  g e n e r a l  r e l a t i o n  i sm
d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
Or
By s e t t i n g  = £2 = ^3 = 1  e(3u a t :*-o n s  • t l i e  f o r m u l a t i o n
r e d u c e s  t o  t h e  s t a n d a r d  p r o c e d u r e  u s e d  b y  G o u ld  (12) t o  d e v e lo p  t h e  
T a y lo r  m o d e l f o r  a  d o u b le  p i p e  h e a t  e x c h a n g e r  w i t h  no m ass t r a n s f e r .  
S e t t i n g  Z^ = C2  = an d  S3  = s 3  • t h e  m o d e l in g  i s  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  
u s e d  b y  th e  sam e a u t h o r  t o  d e v e lo p  t h e  T a y lo r  m o d e l f o r  a  p a c k e d  co lu m n  
w i t h  tw o  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  No e x p l a n a t i o n  w as g i v e n  by  G o u ld  i n  
t h i s  l a t t e r  c a s e .  No m a th e m a t ic a l  j u s t i f i c a t i o n  c a n  b e  g iv e n ,  a s  s t a t e d  
b y  R o s e n b ro c k  ( 2 7 ) ,  i n  d e v e lo p in g  t h e  T a y lo r  m o d e l .  T he p ro b le m  o f  
c h o o s in g  t h e  p r o p e r  v a l u e  f o r  Z^, Z,^, a n d  S 3  i s  b a s e d  o n  p h y s i c a l  i n ­
t u i t i o n  r a t h e r  t h a n  o n  a  m a th e m a t ic a l  b a s i s .  The s u c c e s s  o f  t h e  t e c h ­
n iq u e  d e p e n d s  e n t i r e l y  o n  t h e  v a l u e s  c h o s e n  f o r  z;^, Z, a n d  S e v e r a l
a p p r o x im a t io n s  w e re  u s e d  t o  e v a l u a t e  Z;^, Z,^, a n d  £ 3 , a n d  a r e  d i s ­
c u s s e d  l a t e r .  F o r  t h e  m om ent, a ssu m e  t h a t  v a l u e s  f o r  Z^, Z;^, a n d  Z^ 
h a v e  b e e n  c h o s e n .  I f  e q u a t i o n s  (3 -9 )  a r e  a d d e d  a n d  t h e  d e r i v a t i v e s  a r e  
s u b s t i t u t e d  f o r  t h e i r  e q u iv a l e n c e  i n  e q u a t i o n s  ( 3 - 1 1 ) ,  t h e  r e s u l t  i s
[?  H (V - v )  -  ? H (V +v) -  £ H (V + v ) l  4 r  <5T = 0 (3 -1 2 )l i e  2 2 g 3 3 g d x m
E q u a t io n  (3 -1 2 )  i s  s a t i s f i e d  f o r  a l l  v a l u e s  o f  6 t  i f  t h e  te rmm
i n  t h e  b r a c k e t  i s  e q u a l  t o  z e r o .  S e t t i n g  t h e  te rm  i n  t h e  b r a c k e t  e q u a l  
t o  z e r o  an d  s o l v i n g  f o r  v  t h e  r e s u l t ,  w h ic h  g i v e s  t h e  p r o p e r  v a lu e  o f  v
t h a t  f o r c e s  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (3 -8 )  i n t o  e q u i l i b r i u m ,  i s
W o  -  W «  -  W < ,
V "  ? 1H1 + ? 2H2 + ? 3«3
(3 -1 3 )
T he p r o c e d u r e  t o  f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e tw e e n  t h e  d e p e n d e n t
v a r i a b l e s  S t  , S t  , 6 m, a n d  t h e  m ean v a r i a b l e  S t  i s  a s  f o l l o w s :  e g  m
g
1 .  S u b s t i t u t e  6 Tc  i n  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  t h e  s e t  o f  e q u a -  
g
t i o n s  (3 -9 )  b y  C .^ r-  <ST , t h e n  s o l v e  f o r  S t  . The r e s u l t  i s  la Z  m g
?i Hi  -  a 
6 t  = S t  — (v  -v )  ST 
g  c  k .  c  9x m (3 -1 4 )
2 .  Add t h e  f i r s t  tw o e q u a t i o n s  o f  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 3 - 9 ) ,  
t h e n  s u b s t i t u t e  e a c h  d e r i v a t i v e s  b y  i t s  e q u iv a l e n c e  fro m  e q u a t i o n s  
( 3 - 1 1 ) .  S u b s t i t u t e  f o r  ST^ u s in g  e q u a t i o n  ( 3 - 1 4 ) ,  a n d  th e n  s o l v e  f o r  
Sm. The r e s u l t  i s  
S„
6m = 2 —  t o  -
sU c  2
C H S
- 4 ^ - X = ? -  +
k -i s  1 s 2
UK-,}
- M ( v c-v )  - - 2 ^  ( y > )
C2 2 2 S2
3 Im w— Stox  m
(3 -1 5 )
3 .  C om bine e q u a t i o n s  ( 3 - 1 0 ) ,  ( 3 - 1 4 ) ,  a n d  ( 3 - 1 5 ) .  T he r e s u l t  i s
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The c o e f f i c i e n t s  th r o u g h  Cg a r e
H
Hi + b 2 + 2 r  h 3
C2 ~ C j
W 2  . ? 1H1H3 S3 . W 3
.  ' +  ' 1 — *  X  ■ ■ ■ ■
k i  S , k 2S2
(V - v )  + (v  +v)
C k2S2 *
. C3 “  C1
(3 -1 7 )
? 1 H 1  _  
C4 “ C2 + X  (Vc"V)
C5 = C1 2  == Sn
C6 = C 2
S2
?i Hi  s3 + clHl
kl  s2 k2S2
A d d i t i o n  o f  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n s  (3 -6 )  r e s u l t s  i n
H S T  fiT = H.V 6 T -  H V J=- 6 T -  H0V 6 m 3 t  m 1 c  dZ c  2 g  3Z g 3 g  3Z (3 -1 8 )
H e re  u s e  h a s  b e e n  m ade o f  H, 6 t  + H .6 T +  H_&n = h 6 t  f ro m  t h e  d e f i -1 c  2 g  3 m
n i t i o n  o f  t h e  m ean v a r i a b l e  b y  e q u a t i o n  ( 3 - 1 0 ) .  I t  i s  show n b y
3 3
e q u a t i o n s  (3 -7 )  t h a t  g^r( *) »  ^ - (  • ) ,  t h u s  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  x  i n
e q u a t i o n s  (3 -1 6 )  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  Z . A f t e r  m ak in g  t h i s  s u b s t i t u t i o n ,
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in d e p e n d e n t  v a r i a b l e  x  b y  2  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g :
3 om „  3 .  „ 32 _•ktt <ST = o t —  S t  -  c_ r —2- S t  3Z c 1 3z m 2 3z m
h  6Tg ■ c 3 is 6Tm -  c4 & °*n (3 ' 19>
—  6 m = c_ S t  -  c , ~ r  S t  
3Z 5 3Z m 6  3 z  m
C o m b in a t io n  o f  e q u a t i o n  (3 -1 8 )  w i t h  e q u a t i o n s  ( 3 -1 9 )  y i e l d s
S t  + Vm —  S t  = a _  ^ 4 -  S t  (3 -2 0 )d t  m m dZ m T dZ m
w h e re  __ _
-  C .H .V  + (C_H + C H_) V 1 1 c  3 2  5 3  g
V =  1 1 ■ -     ■ ?
m H
( 3 -2 D
„  -  W o  * (C4 H2 + C6 H3> V„
T H
E q u a t io n  ( 3 - 2 0 ) ,  w i t h  i t s  c o e f f i c i e n t s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  
( 3 - 2 1 ) ,  i s  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d el o f  t h e  s y s te m  .u n d e r  s t u d y .  
E q u a t io n  (3 -2 0 )  c a n  b e  n o r m a l iz e d  a s  f o l l o w s :
0 = v  t / L  , y  = Z /L  (3 -2 2 )m
C a r r y in g  o u t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  r e s u l t  i s
J r  6 T + ~  ST = -7 -  ^ 4 -  (3 -2 3 )30 m 3y m PT 3 y* m
w h e re
P = L v  / a  (3 -2 4 )T m T
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I n  o r d e r  t o  s o l v e  e q u a t i o n  ( 3 - 2 3 ) ,  tw o  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a n d  
o n e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  a r e  n e e d e d .  The b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a r e  d e r i v e d  
fro m  e q u a t i o n s  ( 3 - 1 6 ) .  I f  t h e  s t e a d y  s t a t e s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n s  
(2 -1 5 )  a r e  t h e  f i n a l  s t e a d y  s t a t e s ,  t h e n  t h e  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  w i l l  
b e  h o m o g en eo u s . T h e s e ,  i n  n o r m a l iz e d  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  y ,  a r e :
6 t  ( 1 , 0 ) -  a ~  6 t  ( y , 0 ) I = 0
m dy  m I 1
a
C1 L
(3 -2 5 )
6 T ( 0 ,0 )  - 3 — -6 T  ( y ,0 )  
m dy m
= 0
y = 0 C3L
(3 -2 6 )
6 t  (0 , 0 ) -  Y ~  6 t  ( y , 0 ) m 1 3y  m ■* y=o
Y =
C5L
(3 -2 7 )
O n ly  tw o b o u n d a ry  c o n d i t i o n s ,  o n e  a t  e a c h  s i d e ,  a r e  n e e d e d ,  c o n s e ­
q u e n t l y  tw o s e t s  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  c a n  b e  u s e d .  T h e se  a r e
a n d
6 T' (1 , 0 ) -  a  6 t  ( y , 0 ) m dy  m
6 T ( 0 ,0 )  -  6  ^ 7  6 T ( y ,0 )  m dy m
= 0
y = l
(3 -2 8 )
= 0
y = 0
6 T ( 1 ,0 )  -  0 - r -  6 T ( y ,0 )  m dy m
6 T ( 0 ,0 )  -  y  6 T ( y ,0 )  
m dy  m
y = l
y= 0
(3 -2 9 )
W ith  e v e r y  s e t  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  ( e q u a t io n s  (3 -2 8 )  a n d  
( 3 - 2 9 ) )  t h e r e  i s  o n e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  (3 -2 3 )  a s s o c i a t e d  w i t h  i t .  
G o u ld  (12) s u g g e s t s  t h a t  b o t h  s e t s  o f  s o l u t i o n s  s h o u ld  b e  o b t a i n e d  a n d  
i f  t h e r e  i s  a n y  d i s c r e p a n c y  b e tw e e n  t h e  tw o , t h e  b e s t  o n e  s h o u ld  b e
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c h o s e n .
The i n i t i a l  c o n d i t i o n  c a n  b e  c a l c u l a t e d  i n  tw o d i f f e r e n t  w ays 
w h ic h  w e re  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  i n  o b t a i n i n g  i n i t i a l  i n ­
c r e m e n ta l  d i s t r i b u t i o n .  One w as  b a s e d  o n  t h e  s o l u t i o n  o f  n o n l i n e a r  
s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  ( 2 - 2 1 ) ,  a n d  t h e  o t h e r  o n e  w as b a s e d  o n  t h e  
l i n e a r i z e d  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  d e r i v e d  f ro m  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  
(2 -2 3 )  b y  s e t t i n g  t h e  t im e  d e r i v a t i v e s  e q u a l  t o  z e r o .  The l a t t e r  o n e  
w as u s e d  i n  t h i s  s tu d y  b e c a u s e  t h e  f r e q u e n c y  d o m a in  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  
w h ic h  i s  u s e d  a s  a  c o m p a r is o n  b a s i s  t o  s tu d y  t h e  m e r i t s  o f  t h e  T a y lo r  
m o d e l i s  a  l i n e a r  t e c h n i q u e .
O nce t h e  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n  ( i n i t i a l  c o n d i t i o n )  o f  t h e  i n c r e ­
m e n ta l  v a r i a b l e s  6 t  ( y ,0  ) ,  6 T ( y ,0  ) ,  a n d  6 m (y ,0  ) a r e  o b t a i n e d ,  t h ec  -  g  -
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f o r  t h e  T a y lo r  m o d e l ( e q u a t io n  ( 3 - 2 3 ) )  c a n  b e  o b ­
t a i n e d  b y  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n  (3 -1 0 )  a s  f o l l o w s :
6Tm ( y , 0 J  »  i  |H 1 6T£j(y ,0 _ )  + H2 6Tg ( y ,0 _ )  + H3 6 m (y ,0 _ )  | (3 -3 0 )
H av in g  s p e c i f i e d  t h e  i n i t i a l  a n d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s ,  t h e  T a y lo r  
m o d el ( e q u a t io n  ( 3 - 2 3 ) )  c a n  b e  s o lv e d  b y  t h e  c l a s s i c a l  m e th o d  o f  s e p a r a ­
t i o n  o f  v a r i a b l e s .  The d e t a i l  o f  t h e  p r o c e d u r e  i s  g i v e n  b y  G o u ld  ( 1 2 ) .  
A f t e r  t h e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  (3 -2 3 )  i s  o b t a i n e d ,  e q u a t i o n s  (3 -1 6 )  a r e  
u s e d  t o  o b t a i n  t h e  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s .  A s w as m e n t io n e d  e a r l i e r ,  
t h e r e  a r e  tw o s e t s  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  e q u a t i o n  
( 3 - 2 3 ) ,  t h e r e f o r e  t h e r e  w i l l  b e  tw o s e t s  o f  s o l u t i o n s .  F o l lo w in g  
G o u l d 's  p r o c e d u r e ,  t h e s e  s o l u t i o n s  a r e :
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1 . T he s o l u t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  s p e c i ­
f i e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -2 8 )
00 a . n .  (3-a)£;
V ° ' s) “ c i
i  1
i = 1  ( i -B p )  s « .
“  a . n .  exp(p) ( ( l - 3 p ) 2 + (BS. ) 2] ,
V1,S) = \ l j _ ---------uPeJ)-----------X(sin y
m ( l , s )  "  c5 I  a i T)i  e x p (p )  
i = l ^  + 1 h * s i n  k  *  5 i  o o s
S + V .
1 (3 -3 1 )
2 .  The s o l u t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  s p e c i ­
f i e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -2 9 )
to a !n !(Y-a)E!  ,
^ c ( 0 ' s ) “  Ci . ^  1-Y p s +V!
i = 1 i
T ( l , s )
9 C3 ^ a i n i  e x p (p )  i = l
l - 3 p  +
By ? : 2
1-YP sin k + £ £  cos 5i
s+ v !
i
in ' ( l , s )  =
00 a  ! n ! e x p  (p)
C T — i ------
5 i = l  X-Yp
[(1 -Y P > 2  + ( Y q > 2] ( « i n q )  x  j i y .
(3 -3 2 )
H e re  a  t i l d e  o v e r  t h e  v a r i a b l e s  d e n o te s  t h e  L a p la c e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s .  T he f i r s t  a rg u m e n t  i n s i d e  t h e  p a r e n t h e s i s  
s t a n d s  f o r  t h e  n o r m a l iz e d  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  y ,  a n d  t h e  s e c o n d  o n e  i s
t h e  L a p la c i a n  o p e r a t o r  s  ( e . g . ,  9  ( 0 , s )  «  L [ 6 t  ( y = 0 , t ) ] ) .  T he u n i t  o fc  c
t im e  t  i s  i n  m in u t e s .
The p a r a m e t e r s  o f  e q u a t i o n s  (3 -3 1 )  a n d  (3 -3 2 )  a r e :
P “  V 2  
V. = (P ^ /2 )
V ' = (Py/2)
0 .5  + 2 f io
2
- . T. -





( v „ / D
(3 -3 3 )
C . , C _ , a n d  C_ a r e  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 3 - 1 7 ) .  a ,  3 ,  a n d  y  a r e  g iv e n
X 3  O
b y  e q u a t i o n s  (3 -2 5 )  th r o u g h  ( 3 - 2 7 ) .  a n d  £.! a r e  c a l l e d  t h e  e i g e n ­
v a l u e s  o r  c h a r a c t e r i s t i c  v a l u e s  o f  t h e  p r o b le m  ( r a d i a n s )  a n d  t h e y  a r e  
t h e  r o o t s  o f  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :
c o t  +l  l
d-3p) (l-ap) + a35j 
{-Pa
( l - y p ) ( 1 - o p )  + a y t^ "  
—
(3 -3 4 )
A f t e r  € . a n d  £ ! a r e  e v a l u a t e d ,  t h e  n o r m a l iz e d  f a c t o r  r). a n d  T}] a r e  c a l -  x x  x x
c u l a t e d  u s in g  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :
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O nce £ ! ,  n .»  a n d  r|! a r e  c a l c u l a t e d ,  a .  a n d  a !  a r e  e v a l u a t e d  b y  th e
1  X X X X X
f o l l o w i n g  f o r m u la :
1
a i  = |  e x p ( - 2 p y )  ^  (y) <STm ( y , 0 _) dy  
0
(3 -3 6 )
j.
= J e x p ( - 2 p y ) 4 >^(y) 6 Tin( y , 0 _) d y
w h e re  ^ ( y )  a n d  (y) a r e  t h e  o r th o n o r m a l  s e t  b y  w h ic h  t h e  i n i t i a l  d i s ­
t r i b u t i o n  fiTm ( y ,0 _ )  i s  e x p a n d e d . T h e se  a r e :
4>!(y)
rii  e x p (p y )
e x p (p y )
s i n  k y  + I i p j c o s  ? i y
Y?i
s i n  5 i y  + l ^ y p  c o s  ? i y
(3 -3 7 )
C . S y stem  T r a n s f e r  F u n c t io n s
I n  t h i s  s tu d y  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  r e l a t i n g  t h e  c h a n g e s  i n  
o u t l e t  m ass  f r a c t i o n  o f  w a te r  t o  t h e  c h a n g e s  i n  i n p u t  v a r i a b l e s  ( e n t e r ­
in g  c o o l a n t  t e m p e r a t u r e ,  g a s  t e m p e r a t u r e ,  m ass  f r a c t i o n  o f  w a t e r ,  
c o o l a n t  v e l o c i t y ,  a n d  g a s  v e l o c i t y )  w e re  e v a l u a t e d .  T h e se  t r a n s f e r
f u n c t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  G (s )  t h r o u g h  G _ (s )  r e s p e c t i v e l y .  The
J. 5
d e r i v a t i o n  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  r e l a t i n g  t h e  c h a n g e s  i n  m a ss  f r a c ­
t i o n  o f  w a te r  a t  t h e  o u t l e t  t o  t h e  c h a n g e s  i n  i n l e t  g a s  t e m p e r a t u r e ,  i s  
g iv e n  h e r e  ( G ^ t s ) ) .  T he d e v e lo p m e n t o f  t h e  o t h e r  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  i s  
t h e  sa m e . The p r o c e d u r e  i s  a l s o  t h e  sam e f o r  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  r e l a t ­
in g  t h e  o t h e r  o u t p u t  v a r i a b l e s  ( o u t l e t  c o o l a n t  a n d  g a s  t e m p e r a t u r e )  t o
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t h e  a b o v e  i n p u t  v a r i a b l e s .
A ssum e t h e  s y s te m  i s  i n i t i a l l y  a t  s t e a d y  s t a t e .  A t t im e  t= 0 ,  
t h e  i n l e t  g a s  t e m p e r a t u r e  c h a n g e s .  R e c a l l i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t o t a l  
v a r i a b l e s  i n  C h a p te r  I I  ( e q u a t io n s  ( 2 - 1 5 ) ) ,  t h e  o u t l e t  m ass  f r a c t i o n  o f  
w a te r  a t  a n y  t im e  t  i s
m ( l , t )  = m ( l )  + 6 m ( l , t )  (3 -3 8 )
w h e re  m ( l )  i s  t h e  f i n a l  v a l u e  o f  t h e  m ass  f r a c t i o n  o f  w a t e r  a t  t h e  o u t ­
l e t  ( y = l ) . I f  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  o u t l e t  m ass  f r a c t i o n  o f  w a te r  
m ( l ,0 _ )  i s  s u b t r a c t e d  f ro m  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  ( 3 - 3 8 ) ,  t h e  r e s u l t  i s
A m ( l , t )  *  m ( l )  -  m ( l , 0 _) + 6 m ( l , t )  (3 -3 9 )
T a k in g  t h e  L a p la c e  t r a n s f o r m  o f  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  (3 -3 9 )  y i e l d s
L [ A m ( l , t )  ] = + m ( l , s )  (3 -4 0 )
i- s
I f  i t  i s  a s su m e d  t h a t  t h e  c h a n g e  w h ic h  c a u s e d  a l l  t h i s  w as a  s t e p  
c h a n g e  i n  i n l e t  g a s  t e m p e r a t u r e  f ro m  Tg (0 ,0 _ )  t o  Tg ( 0 ) ,  t h e n  t h e  i n l e t  
g a s  t e m p e r a t u r e  c h a n g e  may b e  w r i t t e n  a s :
ATg ( 0 , t )  = [Tg (0 ) -  Tg ( 0 ,0 _ ) ]  U ( t )  (3 -4 1 )
w h e re  u ( t )  i s  t h e  u n i t  s t e p  f u n c t i o n .  T a k in g  t h e  L a p la c e  t r a n s f o r m  o f  
b o th  s i d e s  o f  e q u a t i o n  (3 -4 1 )  y i e l d s
T "  T ( 0 ,0 _ )
L [AT ( 0 f t ) ]  ■ - 2 ------- 2 ------   (3 -4 2 )
t  g  s
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T h e r e f o r e  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  t h a t  r e l a t e s  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  o u t l e t  
m ass f r a c t i o n  o f  w a te r  t o  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  i n l e t  g a s  t e m p e r a t u r e  i s  
o b t a i n e d  b y  d i v i d i n g  e q u a t i o n  (3 -4 1 )  by  e q u a t i o n  ( 3 - 4 2 ) .  The r e s u l t  i s
L [A m (l,t)  ]
G2 (S) = L. [AT (0, t )  ] = G2 (0) +
t  g T (0) -  T ( 0 ,0 _ )g g
i n ( l , s ) (3 -4 3 )
The s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  r e s u l t  i s  t h a t  t h e  s t e a d y  s t a t e  g a i n  
m (1 ) -  m ( l , 0 . )G „(0 ) = _
2 Tg (0) -  Tg ( 0 ,0 . )
i s  c o r r e c t  b e c a u s e  o f  t h e  m an n e r i n  w h ic h  t h e
i n c r e m e n t a l  d i s t r i b u t i o n s  w e re  d e f i n e d .  S u b s t i t u t i o n  f o r  m ( l , s ) ,  by  
u s in g  t h e  c o r r e s p o n d in g  e q u a t i o n  i n  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (3 -3 1 )  a n d  
( 3 - 3 2 ) ,  r e s u l t s  i n
g 2 ( s > = g 2 ( 0 )  +  s  J  A -
1=1 1
G '( s )  = G 2 (0) ♦  s  j  A -  
1=1 1
(3 -4 4 )
w h e re
K. =
1  T (0) -  T (0 ,0 _ )
g g
+ ■ £ c o s  £+ i-B p  ^ i  cos  ^ i
C _ a .r i. e x p (p )3 1 1 1-YP + l - 3 p
s i n
K! = 
i T (0) -  T (0 ,0 _ )
g g
C ,.a jn ' exp<p> [ ( l - Y p ) 2 + (y5 ! )2]  s i n  CJ
(3 -4 5 )
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D. G e n e r a l  P r o c e d u r e  a n d  R e s u l t s
The f i r s t  s t e p  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  
(2 -2 1 )  a s s o c i a t e d  w i t h  i t s  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  g iv e n  i n  C h a p te r  I I .
O nce t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d ,  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  
S2 (y) a n d  S3 (y) a r e  e v a l u a t e d ;  c o n s e q u e n t ly  t h e i r  m ean v a l u e s  S2 a n d  !33 
a r e  o b t a i n e d  u s in g  e q u a t i o n s  ( 3 - 5 ) .  T he t r a p e z o i d a l  r u l e  w as u s e d  t o  
e v a l u a t e  S2 a n d  S3 . The v a l u e s  o b t a i n e d  w e re :
S o  0.43313 S3 « 0.16036 x  l c f 2
The s e c o n d  s t e p  i n v o l v e s  o b t a i n i n g  t h e  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  
t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  I t  w as m e n t io n e d  e a r l i e r  t h a t  t h e  l i n e a r i z e d  
s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  t o  o b t a i n  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n s  o f  t h e  
d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  I f  t h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  a r e  u s e d ,  t h e  s t e a d y  
s t a t e  g a i n s  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  fro m  t h e  T a y lo r  m o d e l 
a n d  t h e  f r e q u e n c y  d o m a in  s o l u t i o n  t e c h n i q u e  w i l l  b e  e x a c t l y  t h e  sam e .
The l i n e a r i z e d  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  s im p ly  b y  s e t t i n g  
t h e  t im e  d e r i v a t i v e s  i n  e q u a t i o n s  (2 -2 3 )  e q u a l  t o  z e r o .  By d o in g  s o ,  
t h e  r e s u l t  i n  t e r m s  o f  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  i s
1 c  A 
L
6t  + k , ( 6 t  -  6t  ) +  k _ (S _ (y )6 m  -  S _ ( y ) ( 6 t  + 6t  ) ]  d y  g l e g  2 2  3 e g
-  H2 S4 (y ) <5vg = 0
-H_V
7 -2 -  6m + k  [S (y ) (6 t  + 6T ) -  S ,(y )6 m ]  -  H S ( y )6 v  = 0
£i d y  2 3  c  g  2  3 a  g
(3 -4 6 )
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The b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  v e l o c i t y  c h a n g e s  a s s o c i a t e d  w i t h  e q u a ­
t i o n s  (3 -4 6 )  a r e  g i v e n  i n  T a b le  3 .
T a b le  3 .  B o u n d a ry  C o n d i t io n s  a n d  V e l o c i t y  C h a n g e s  
A s s o c i a t e d  w i t h  E q u a t io n s  (3 -4 6 )
6 t  (1 , 0 _)c 1 . 0 0 0 0 0
6 t  (0 , 0 _) g
0 1 . 0 0 0 0
6 m (0 , 0 _) 0 0 0 .0 5 0 0
6v (0_)c 0 0 0 0 „ 05Vc 0
<Sv (0_) 0 0 0 0 o .iv
g g
The n u m e r ic a l  t e c h n i q u e ,  t o  s o l v e  e q u a t i o n s  (3 -4 6 )  w i t h  t h e  
a s s o c i a t e d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  T a b le  3 r i s  t h e  sam e a s  t h e  o n e  
d i s c u s s e d  i n  C h a p te r  I I ,  S e c t i o n  D . O nce S ^ , S ^ , a n d  t h e  i n i t i a l  d i s ­
t r i b u t i o n s  a r e  o b t a i n e d ,  t h e  n e x t  s t e p  i n v o l v e s  c h o o s in g  t h e  v a l u e s  o f  
? !»  C2 » arw* ? 3  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -1 1 )  . T he f o l l o w i n g  c a s e s  w e re  
s t u d i e d  i n  t h i s  r e s e a r c h :
C a se  I s  “  S3  “  1
C a se  I I :  «= 1
3 6 T ^ (y r O .)
 *3L
_  f &  f a ( Y . O - ) ]
C a s e  I I I :  “  C2  *  1 * C3 "  S3
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£
t o  (y ,0 _ )
, e .  = J i t — g-i .'—
F  sV y'0-)
H ere  t h e  b a r  o v e r  t h e  v a r i a b l e s  o r  d e r i v a t i v e s  d e n o te s  a v e r a g in g  
o v e r  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s y s te m . E q u a t io n  (3 -3 0 )  i s  u s e d  t o  e v a l u a t e  
6T m < y»0_), a n d  t h e  a v e r a g in g  p r o c e d u r e  i s  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  u s e d  t o  
e v a l u a t e  S2 a n d  ( t h e  t r a p e z o i d a l  r u l e ) . C a s e s  I I  a n d  IV a r e  d e r i v e d  
f ro m  e q u a t i o n s  (3 -1 1 )  b y  w h ic h  C2 » a n d  C3 d e f i n e d .  C a se  I  i s  
t h e  s t a n d a r d  p r o c e d u r e  a s  u s e d  b y  G o u ld  (12) t o  d e v e lo p  t h e  T a y lo r  
m o d e l o f  h e a t  e x c h a n g e r s  w i t h  n o  m ass  t r a n s f e r ,  a n d  C a s e  I I I  i s  s i m i l a r  
t o  t h e  o n e  u s e d  b y  t h e  sam e a u t h o r  i n  d e v e lo p in g  t h e  T a y lo r  m o d el o f  a  
p a c k e d  c o lu m n  w i t h  tw o d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  A f t e r  t h e  a p p r o p r i a t e  
v a l u e s  a r e  a s s i g n e d  t o  a n d  C3 » t h e  r e s t  o f  t h e  p a r a m e te r s  (v  by
e q u a t i o n  ( 3 - 1 3 ) ,  C^ th r o u g h  Cg b y  e q u a t i o n s  ( 3 - 1 7 ) ,  a ,  3 ,  a n d  y  d e f i n e d  
b y  e q u a t i o n s  ( 3 -2 5 )  t h r o u g h  ( 3 - 2 6 ) ,  e t c . )  may b e  c a l c u l a t e d .  I n  
e v a l u a t i n g  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  t h e  f o l l o w i n g  s t e p s  w e re  t a k e n :
1 .  T he  r o o t s  o f  e q u a t i o n s  ( 3 - 3 4 ) ,  w h ic h  a r e  t h e  e i g e n v a lu e s  o r  
c h a r a c t e r i s t i c  v a l u e s  o f  t h e  p ro b le m  ( i n  r a d i a n s )  w e re  o b t a i n e d .  The 
f i r s t  s i x  r o o t s  a r e  r e p o r t e d  i n  t h i s  s t u d y .  T h e s e  r o o t s  w e re  e v a lu ­
a t e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  t h e  R e g u l a - F a l s i  t e c h n i q u e .
2 .  A f t e r  t h e  e ig e n v a l u e s  (£^  a n d  £ | )  a r e  o b t a i n e d ,  e q u a t i o n s  
( 3 -3 5 )  a r e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  c o r r e s p o n d in g  v a l u e s  f o r  an d  n |  •
3 .  a ^  a n d  a |  a r e  e v a l u a t e d  b y  u s in g  e q u a t i o n s  ( 3 - 3 6 ) .  The
^  6Tc (y,0_) 
C a s e  IV : « — ■— ■ ■ -----
F  4V y . ° - >
F
3 ~ ■
T "  ( y ,0 _ )  3y  m J
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t r a p e z o i d a l  r u l e  w as u s e d  i n  e v a l u a t i n g  a ^  a n d  a |  n u m e r i c a l l y .  N o te
t h a t  6Tjn( y ,0 _ )  h a d  a l r e a d y  b e e n  c a l c u l a t e d  a n d  i t  i s  a v a i l a b l e .
4 .  O nce , n . r  Hj# a . ,  a n d  a !  a r e  o b t a i n e d ,  K. a n d  K!
X X X 1 1 X X X
a r e  c a l c u l a t e d  b y  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n s  (3 -4 5 )  w hen t h e  i n p u t  v a r i a b l e  i s  
t h e  i n l e t  g a s  t e m p e r a t u r e .  F o r  t h e  o t h e r  i n p u t  v a r i a b l e s  t h e  sam e
e q u a t i o n s  c a n  b e  u s e d  e x c e p t  t h e  te rm  _  1 — ■ 1--------------- s h o u ld  b e  -
Tg (0) -  Tg ( 0 ,0 _ )
s u b s t i t u t e d  b y  t h e  p r o p e r  te r m . ( e . g .  _  * ( 0 ) ( U  , 7  (0 )  _  v  (0 . )
c  c
e t c . ) .  a n d  v |  a r e  c a l c u l a t e d  b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 3 - 3 3 ) .














T a b le  4 .  P a r a m e te r s  o f  t h e  T r a n s f e r  F u n c t io n  G ^ (s )
L [ A m ( l , t ) ] K.
G1 (S) = Lt [ATc ( l , t ) ]  = Gl (0) + S ^  s + v 7
- 2S te a d y  s t a t e  g a i n  G ^(0 ) = 0 .3 7 8 4 3  x  10
q q V.l V!X K.X K!X
1.6088 1 .6512 7.1834 7 .5669 -0 .2 2 3 5 X 10-1 -0 .2 2 8 3 X i o -1
4 .7202 4.7353 61 .806 62.204 -0 .7 5 2 6 X 10-1 -0 .7 5 0 3 X io -1
7 .8524 7.8616 171.04 171 .44 -0 .7 6 9 5 X 10_1 -0 .7 6 9 2 X i o -1
10.988 10.994 334.90 335.30 -0 .8 4 0 4 X io " 1 -0 .8 3 9 6 X io " 1
14.124 14.129 553.37 553.77 -0 .8 1 1 6 X 10"1 -0 .8 1 1 5 X 10_1
17.261 17.265 826.47 826.87 -0 .8 4 3 5 X io -1 -0 .8 4 3 1 X 10_1
2.6448 2.8785 0.5665 0.6126 -0 .2 3 4 5 X 10~2 -0 .2 6 0 6 X l ( f 2
5.4431 5.7868 1.3752 1.5132 -0 .1 5 7 2 X io " 3 -0 .1 7 7 2 X I O '3
8 .3810 8.7392 2.8266 3.0457 -0 .1 5 8 9 X io " 2 -0 .1 9 8 6 X 10“ 2
11.400 11.734 4 .9604 5.2368 -0 .6 3 6 3 X io " 3 0.2310 X i o ' 3
14.462 14.764 7.7906 8.1053 -0 .1 3 7 8 X i o - 2 -0 .1 7 3 2 X io ’ 2















T a b le  4 ( c o n t in u e d )
-2
S te a d y  s t a t e  g a i n  G ^(0 ) =  0 .3 7 8 4 3  x  10
q q V.1 V!x K.x K!X
2 .7 1 9 3 2 .9 4 3 2 0 .6 2 0 1 0 .6 5 4 1 - 0 .3 2 0 7  x 10’ 2 - 0 .3 4 4 1  x  io”2
5 .5 4 1 8 5 .9 0 0 1 1 .2 4 5 4 1 .3 5 5 4 0 .1 5 4 3  x IQ’ 2 0 .2 0 0 6  x  10” 2
8 .4 7 4 1 8 .8 7 9 5 2 .3 4 7 7 2 .5 3 6 4 - 0 .2 3 4 8  x io"2 - 0 .3 0 7 4  x  10“ 2
1 1 .4 8 1 1 1 .8 8 4 3 .9 5 6 7 4 .2 0 9 8 0 .4 9 2 5  x io"3 0 .1 3 0 7  x  1 0 ” 2
1 4 .5 3 2 1 4 .9 1 3 6 .0 8 5 3 6 .3 8 6 6 - 0 .1 7 5 9  x io-2 - 0 .2 5 7 6  x  IO’ 2
1 7 .6 1 0 1 7 .9 6 2 8 .7 3 8 6 9 .0 7 5 1 0 .6 5 5 7  x io-4 0 .8 6 8 5  x  10” 3
2 .2 3 3 0 2 .5 5 1 9 0 .6 1 2 2 0 .7 6 5 0 - 0 .1 8 6 1 X io-2 - 0 .2 2 6 9 X l < f 2
5 .0 4 4 5 5 .3 3 3 1 2 .6 6 0 7 2 .9 6 0 4 -0 .2 9 3 8 X io-2 - 0 .2 6 9 6 X l 0 - 2
8 .0 6 6 2 8 .2 8 5 1 6 .6 2 6 9 6 .9 8 5 2 - 0 .2 8 4 2 X io-2 - 0 .2 9 1 4 X 10-2
1 1 .1 5 0 1 1 .3 2 0 1 2 .5 6 0 1 2 .9 4 2 - 0 .3 0 5 0 X io'2 - 0 .2 9 1 5 X 1 0 ‘ 2
1 4 .2 5 8 1 4 .3 9 6 2 0 .4 6 6 2 0 .8 6 0 - 0 .2 9 2 9 X io"2 - 0 .2 9 8 0 X 1 0 -2
1 7 .3 7 8 1 7 .4 9 3 3 0 .3 4 7 3 0 .7 4 8 - 0 .3 0 3 5 X io"2 - 0 .2 9 5 3 X io'2
o\u
T a b le  5 .  P a r a m e te r s  o f  t h e  T r a n s f e r  F u n c t io n  G2 (s )
L [ A m ( l , t )  ] K




S te a d y  s t a t e  g a i n  (0) 
C! v .l  i
-  0 .6 9 9 7 4  
V!l
x  IO- 3
K.
l K!l
I 1 1 .6 0 8 8 1 .6 5 1 2 7 .1 8 3 4 7 .5 6 6 9 - 0 .1 3 4 0  x i o -1 - 0 .1 3 5 9  x io " 1
2 4 .7 2 0 2 4 .7 3 5 3 6 1 .8 0 6 6 2 .2 0 4 - 0 .1 6 7 4  x 10“ 2 - 0 .1 4 0 0  x io " 2
3 7 .8 5 2 4 7 .8 6 1 6 1 7 1 .0 4 1 7 1 .4 4 - 0 .2 5 4 9  x IO " 2 - 0 .2 6 9 7  x io “ 2
4 1 0 .9 8 8 1 0 .9 9 4 3 3 4 .9 0 3 3 5 .3 0 0 .2 2 4 5  x 10“ 3 0 .3 3 5 1  x io “ 3
5 1 4 .1 2 4 1 4 .1 2 9 5 5 3 .3 7 5 5 3 .7 7 - 0 .1 4 9 2  x io -2 - 0 .1 5 7 7  x io " 2
6 1 7 .2 6 1 1 7 .2 6 5 8 2 6 .4 7 8 2 6 .8 7 0 .6 0 6 9  x i o ' 3 0 .6 7 7 0  x i o " 3
1 2 .5 9 4 4 2 .9 4 4 7 0 .5 8 1 5 0 .6 3 8 9 - 0 .2 3 0 5 X IO” 2 - 0 .2 2 3 8 X io " 2
2 5 .3 8 1 7 5 .9 0 2 7 1 .2 3 9 0 1 .4 1 2 9 0 .4 1 3 6 X I O '2 0 .4 4 0 5 X io ’ 2
3 8 .3 2 6 6 8 .8 8 2 9 2 .4 3 3 0 2 .7 1 6 1 - 0 .3 9 2 1 X io " 2 - 0 .4 9 0 6 X io " 2
4 1 1 .3 5 4 1 1 .8 8 8 4 .1 9 5 2 4 .5 6 2 2 0 .3 4 2 8 X 10“ 2 0 .4 8 9 5 X i o - 2
5 1 4 .4 2 4 1 4 .9 1 7 6 .5 3 5 6 6 .9 6 3 4 - 0 .2 9 4 1 X i o ' 2 - 0 .4 6 3 7 X io “ 2















T a b le  5 ( c o n t in u e d )
- 3
S te a d y  s t a t e  g a i n  G2 (0) = 0 .6 9 9 7 4  x  10
q q V.X V!l K.X K!X
2 .7 1 9 3 2 .9 4 3 2 0 .6 2 0 1 0 .6 5 4 1 - 0 .3 0 2 3  x  10“ 2 - 0 .2 8 9 9  x  10- 2
5 .5 4 1 8 5 .9 0 0 1 1 .2 4 5 4 1 .3 5 5 4 0 .5 9 2 9  x  10“ 2 0 .6 0 2 6  x  10“ 2
8 .4 7 4 1 8 .8 7 9 5 2 .3 4 7 7 2 .5 3 6 4 - 0 .6 1 2 0  x  10“ 2 - 0 .6 9 1 7  x  10“ 2
1 1 .4 8 1 1 1 .8 8 4 3 .9 5 6 7 4 .2 0 9 8 0 .5 5 9 6  x  10 - 2 0 .6 9 7 7  x  IO " 2
1 4 .5 3 2 1 4 .9 1 3 6 .0 8 5 3 6 .3 8 6 6 - 0 .4 9 3 6  x  IO- 2 - 0 .6 6 5 1  x  10“ 2
1 7 .6 1 0 1 7 .9 6 2 8 .7 3 8 6 9 .0 7 5 1 0 .4 3 9 6  x  IO - 2 0 .6 2 5 1  x  IO- 2
2 .1 7 9 7 2 .6 7 2 1 0 .5 3 0 2 0 .7 2 8 1 - 0 .1 0 4 8 X 10~ 2 - 0 .1 2 1 4 X IO’ 2
5 .0 0 6 9 5 .4 7 8 1 2 .2 1 3 7 2 .6 2 3 0 0 .8 3 7 3 X IO '3 0 .1 2 2 5 X io ’ 2
8 .0 4 0 5 8 .4 1 3 2 5 .4 9 3 3 6 .0 0 1 3 - 0 .5 8 8 6 X IO -3 - 0 .1 0 1 6 X 10“ 2
1 1 .1 3 1 1 1 .4 2 7 1 0 .4 0 2 1 0 .9 5 6 0 .4 5 3 8 X i o ' 3 0 .8 3 9 9 X IO-3
1 4 .2 4 3 1 4 .4 8 5 1 6 .9 4 5 1 7 .5 2 2 - 0 .3 7 9 7 X io ”3 - 0 .7 1 6 0 X 10“ 3















T a b le  6 .  P a r a m e te r s  o f  t h e  T r a n s f e r  F u n c t io n  (s )
L [ A m ( l , t )  ] K.
*  = G (0) + s  I  — i -G3 (S) i . [A m (0 ,t) ]








1 .6 0 8 8 1 .6 5 1 2 7 .1 8 3 4 7 .5 6 6 9 - 7 .0 4 7 - 7 .1 4 8
4 .7 2 0 2 4 .7 3 5 3 6 1 .8 0 6 6 2 .2 0 4 - 0 .9 9 2 9 - 0 .8 4 7 7
7 .8 5 2 4 7 .8 6 1 6 1 7 1 .0 4 1 7 1 .4 4 - 1 .1 7 0 - 1 .2 4 8
1 0 .9 8 8 1 0 .9 9 4 3 3 4 .9 0 3 3 5 .3 0 - 0 .1 2 8 4 -0 .7 0 0 9
1 4 .1 2 4 1 4 .1 2 9 5 5 3 .3 7 5 5 3 .7 7 - 0 .4 7 5 3 - 0 .5 1 9 8
1 7 .2 6 1 1 7 .2 6 5 8 2 6 .4 7 8 2 6 .8 7 - 0 .5 6 8 4  x  10” 1 -0 .2 0 0 7
2 .6 5 6 9 2 .8 5 6 4 0 .5 6 6 0 0 .6 0 7 7 - 0 .9 8 1 9 - 0 .9 8 8 3
5 .4 5 8 4 5 .7 5 0 1 1 .4 2 6 9 1 .5 5 0 6 1 .5 3 8 1 1 .6 4 5 4
8 .3 9 5 0 8 .6 9 6 1 2 .9 6 7 2 3 .1 6 2 0 - 1 .3 6 7 2 - 1 .6 2 2 5
1 1 .4 1 2 1 1 .6 9 0 5 .2 2 9 6 5 .4 7 3 3 1 .1 6 4 6 1 .4 9 4 2
1 4 .4 7 2 1 4 .7 2 2 8 .2 2 9 2 8 .5 0 4 8 -0 .9 6 9 0 . - 1 .3 1 9 2

















T a b le  6 ( c o n t in u e d )
S te a d y  s t a t e  g a i n  <3^(0) =  0 .3 6 9 9 8
q q V.l V!l K.X K!X
1.7193 2 .9 4 3 2 0 .6 2 0 1 0 .6 5 4 1 - 1 .5 8 7 6 - 1 .5 2 6 4
.5 4 1 8 5 .9 0 0 1 1 .2 4 5 4 1 .3 5 5 4 3 .0 9 6 7 3 .1 6 1 2
.4 7 4 1 8 .8 7 9 5 2 .3 4 7 7 2 .5 3 6 4 - 3 .1 6 3 7 - 3 .6 0 4 9
.4 8 1 1 1 .8 8 4 3 .9 5 6 7 4 .2 0 9 8 2 .8 5 1 7 3 .6 0 3 6
.5 3 2 1 4 .9 1 3 6 .0 8 5 3 6 .3 8 6 6 - 2 .4 6 8 2 - 3 .3 9 5 8
.6 1 0 1 7 .9 6 2 8 .7 3 8 6 9 .0 7 5 1 2 .1 4 9 4 3 .1 4 8 6
2 .2 4 6 5 2 .5 1 5 4 0 .6 4 2 0 0 .7 7 7 8 - 0 .6 7 4 8 - 0 .7 3 8 5
5 .0 5 4 5 5 .2 9 3 5 2 .8 1 6 7 3 .0 7 9 1 0 .4 6 2 3 0 .5 9 5 2
8 .0 7 3 1 8 .2 5 2 5 7 .0 2 0 4 7 .3 3 1 1 - 0 .3 3 0 9 - 0 .4 6 0 8
1 1 .1 5 5 1 1 .2 9 4 1 3 .3 0 7 1 3 .6 3 7 0 .2 3 5 3 0 .3 4 6 5
1 4 .2 6 2 1 4 .3 7 4 2 1 .6 8 4 2 2 .0 2 4 - 0 .1 9 1 8 - 0 .2 8 5 3















T a b le  7 .  P a r a m e te r s  o f  t h e  T r a n s f e r  F u n c t io n  G . ( s )4
L [ A m ( l , t ) ] K
G4 (s) = L [Av (t)  3 = G4 (0) + S ^ s+v7t  c  x










1.6088 1.6512 7.1834 7.5669 0.2395 0.2438
4 .7202 4.7353 61 .806 62.204 0.3779 0 .3735
7.8524 7.8616 171.04 171.44 0 .8312 X io -1 0 .8392 X i o -1
10.988 10.994 334 .90 335.30 0.1067 0 .1058
14 .124 14 .129 553.37 553.77 0 .1700 X io " 1 0 .1760 X i o - 1
17.261 17.265 826.47 826.87 0.5182 X 10_1 0.5128 X io -1
4 .3769 3.9966 -2 .2 2 8 9 -1 .8 7 5 3 -0 .1453 X io -1 -0 .1 5 9 9 X i o ' 1
7 .6575 7 .4159 -6 .6 1 2 3 -6 .2 0 8 1 -0 .5 6 4 7 X 10“2 -0 .5 8 1 7 X io * 2
10.856 10.681 -13 .188 -1 2 .7 6 9 -0 .4 8 6 3 X io " 2 -0 .5 3 2 0 X i o ' 2
14.029 13.893 -2 1 .9 5 5 -2 1 .5 3 1 -0 .1 8 1 7 X IO ’ 2 -0 .1 6 5 2 X i o ' 2
17.191 17.079 -3 2 .9 1 4 -3 2 .4 8 7 -0 .2 3 4 5 X io " 2 -0 .2 5 7 2 X i o ' 2















T a b le  7 ( c o n t in u e d )










2 .7 1 9 3 2 .9 4 3 2 0 .6 2 0 1 0 .6 5 4 1 0 .4 4 6 5  x io " 1 0 .4 5 7 9  x  IO’ 1
5 .5 4 1 8 5 .9 0 0 1 1 .2 4 5 4 1 .3 5 5 4 - 0 .5 5 9 5  x io " 1 - 0 .6 2 7 7  x  IO- 1
8 .4 7 4 1 8 .8 7 9 5 2 .3 4 7 7 2 .5 3 6 4 0 .4 1 2 9  x io " 1 0 .5 4 6 8  x  10_1
1 1 .4 8 1 1 1 .8 8 4 3 .9 5 6 7 4 .2 0 9 8 - 0 .3 3 3 9  x io " 1 - 0 .4 9 7 4  x  10_1
1 4 .5 3 2 1 4 .9 1 3 6 .0 8 5 3 6 .3 8 6 6 0 .2 6 4 4  x i o ”1 0 .4 3 7 4  x  IO” 1
1 7 .6 1 0 1 7 .9 6 2 8 .7 3 8 6 9 .0 7 5 1 - 0 .2 2 5 5  x i o -1 - 0 .3 9 6 3  x  10_1
1 .1 3 7 5 4 .4 4 9 9 ? - 0 .4 5 1 9 - 6 .4 1 3 2 - 0 .1 8 6 3 X io -1 - 0 .4 8 3 1 X i o -1
4 .5 9 9 1 7 .7 0 0 7 - 6 .8 4 7 9 - 1 9 .1 3 5 - 0 .4 4 4 5 X io " 1 - 0 .1 1 9 4 X i o -1
7 .7 8 7 6 1 0 .8 8 7 - 1 9 .5 6 9 - 3 8 .2 1 5 - 0 .1 2 2 9 X i o -1 - 0 .1 4 0 4 X i o ”1
1 0 .9 4 9 1 4 .0 5 4 - 3 8 .6 4 9 - 6 3 .6 5 4 - 0 .1 3 2 8 X io " 1 - 0 .2 9 0 0 X io " 2
1 4 .1 0 2 1 7 .2 1 2 - 6 4 .0 8 7 - 9 5 .4 5 3 - 0 .3 3 1 1 X IO**2 - 0 .6 9 4 1 X 1 0“ 2
















T a b le  8 .  P a r a m e te r s  o f  t h e  T r a n s f e r  F u n c t io n  G_ ( s )
5
L [Am (l,t>] K
G5 (S) = L [Av (t)  ] = g 5 (0) + s  I
t  g  x
-3
S te a d y  s t a t e  g a i n  G ^(0 ) = 0 .1 5 3 9 8  x  10
« i V.l
V!x K.x K!X
1 .6088 1.6512 7.1834 7 .5669 -0 .8 7 8 1  x i o ’ 3 -0 .8 9 4 2  x i o “ 3
4 .7202 4.7353 61 .806 62.204 -0 .1 5 5 8  x i o ’ 2 -0 .1 5 4 2  x i o ' 2
7 .8524 7 .8616 171.04 171.44 -0 .3 5 3 7  x i o - 3 -0 .3 5 5 8  x 10~3
10.988 10.994 334.90 335.30 -0 .4 7 2 8  x i o ’ 3 -0 .4 6 9 7  x i o ’ 3
14.124 14.129 553.37 553.77 -0 .8 9 7 2  x i o 4 - 0 .9 1 4 7  x io " 4
17.261 17.265 826.47 826 .87 -0 .2 4 5 3  x i o -3 -0 .2 4 3 6  x io " 3
1.2812 0.61344 -0 .7 5 2 9 -0 .1 9 2 3 0.1037 X IO"3 0.8753 X i o ' 4
4.6310 4.5229 -9 .5 2 9 4 -9 .0 9 1 1 0.2473 X IO’ 3 0 .2620 X i < f 3
7 .8066 7.7434 -2 7 .0 3 3 -2 6 .5 9 8 0.6898 X i o -4 0.6814 X i c f 4
10.963 10 .918 -5 3 .2 8 6 -5 2 .8 5 2 0.7784 X io" 4 0 .8048 X l c f 4
14.113 14.078 -8 8 .2 9 1 -8 7 .8 5 6 0 .2121 X i o - 4 0 .1990 X io ”4















T a b le  8 ( c o n t in u e d )
S te a d y  s t a t e  g a i n  G5 (0) = 0 .1 5 3 9 8  x  10 3
q V.x v!l K.i K!X
2.7193 2.9432 0 .6201 0.6541 -0 .1 5 9 1 X i o - 3 -0 .1 6 4 8 X icf3
5.5418 5.9001 1 .2454 1.3554 0.1813 X io “3 0 .2084 X I O '3
8 .4741 8.8795 2.3477 2.5364 -0 .1 2 0 6 X io " 3 -0 .1 6 9 0 X 10-3
11.481 11 .884 3.9567 4 .2098 0.9176 X io " 4 0 .1476 X io-3
14.532 14.913 6.0853 6.3866 -0 .6 9 2 4 X io ’ 4 -0 .1 2 6 3 X io'3
17.610 17.962 8.7386 9.0751 0.5728 X IO” 4 0 .1122 X io"3
1.4899 1.3711 -3 .0 8 4 0 -2 .6 1 3 1 0.3850 X io " 3 0.3681 X io'3
4.6892 4.6555 -3 0 .4 7 8 -3 0 .0 4 1 0.7736 X io" 3 0 .7896 X xo-3
7.8433 7.8232 -8 5 .2 5 2 -8 4 .8 1 7 0 .1949 X io ”3 0.1933 X l < f 3
10 .991 10.977 -1 6 7 .4 1 -1 6 6 .9 8 0 .2415 X io " 3 0.2445 X IO - 3
14.137 14.126 -2 7 6 .9 6 -2 7 6 .5 2 0.5781 X i o - 4 0 .5619 X 10~4




E . .  L a p la c e  T ra n s fo rm
O b ta in in g  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a ,  by  a p p ly in g  t h e  c o m p le x  
d o m ain  s o l u t i o n  t e c h n i q u e ,  r e q u i r e s  t h e  L a p la c e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  
l i n e a r i z e d  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  . To c a r r y  o u t  t h i s  t r a n s f o r m a ­
t i o n ,  t h e  u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g  th e o re m s  i s  n e c e s s a r y .  T h e s e ,  a s  s t a t e d  
b y  G o u ld  ( 1 2 ) ,  a r e :
"T heorem  1 .  I f  f ( y , t )  i s  t r a n s f o r m a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t ,  a n d  h a s  
t h e  t r a n s f o r m  F ( y , s )  a n d  i f  t h e  l i m i t s
l i m .  f ( y , t )  a n d  l im .  F ( y , s )
y - y 0 y - y 0
b o th  e x i s t ,  t h e n
Lfc l i m .  [ f ( y , t ) ]  = l i m .  F ( y , s )
y - y 0 y - y 0
T heorem  2 .  I f  f ( y , t )  i s  t r a n s f o r m a b l e  w i th  r e s p e c t  t o  t  a n d  h a s
t h e  t r a n s f o r m  F ( y , s )  a n d  i f  ■■ e x i s t s ,  t h e nd y
|~3f ( y , t ) 1  9F (y., s )  
t |_  3y  J 3y
T heorem  3 .  I f  f ( y , t )  i s  t r a n s f o r m a b l e  w i th  r e s p e c t  t o  t  a n d  h a s  
t h e  t r a n s f o r m  F ( y , s )  'a n d  i f  f ( y , 0 _ )  i s  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  f ( y , t ) ,  
t h e n
Lt [ " 5 t ,f ,t " ]  = s F ( y » s )  -  f < Y '° J
T heorem  1 s t a t e s  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  c o m m u ta t iv i ty  o f  t h e  t r a n s f o r m  
o p e r a t i o n  a n d  a  l i m i t i n g  p r o c e s s .  T heorem  2 i s  a  c o r o l l a r y  o f  th e o re m  
1 i n  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n  w i th  r e s p e c t  t o  a
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s e c o n d  in d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  T h eo rem  3 i s  m e r e ly  a  r e c a s t i n g  o f  t h e  
w e l l  known r e a l  d i f f e r e n t i a t i o n  th e o re m  i n  t h e  c a s e  o f  p a r t i a l  d i f f e r ­
e n t i a t i o n  o f  a  f u n c t i o n  o f  s e v e r a l  v a r i a b l e s  ( i n c l u d i n g  t im e )  w i th  
r e s p e c t  t o  t i m e . "
T heorem s 2 a n d  3 t a k e  t h e  f o l l o w i n g  fo rm  f o r  h i g h e r  o r d e r  d e ­
r i v a t i v e s :
r3n f  ( y , t )
Lt
a n 3y
r3n f  ( y , t ) '
3yn
3 t n
^ ( y ^ s )  -  s n " 1f ( y , 0 _ )  -  s n “ 2f • (y ,0 _ )  -
-  f ” ""1 (y # o _ )
H ere  f ' ( y , 0 _ ) ,  . . .  , a n d  f n  ^ (y ^ O ..)  a r e  t h e  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  
t o  t im e  e v a lu a t e d  a t  t= 0 _  .
To c a r r y  o u t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  
(2 -2 6 )  t o  t h e  L a p l& c ia n  d o m a in , t h e  s t e a d y  s t a t e s  a r e  a ssu m e d  t o  b e  
i n i t i a l  s t e a d y  s t a t e s .  T h i s  a s s u m p t io n  r e s u l t s  i n  z e r o  i n i t i a l  d i s ­
t r i b u t i o n s  o f  t h e  i n c r e m e n t a l  v a r i a b l e s .  I t  i s  a lw a y s  p o s s i b l e  t o  
m ake t h i s  a s s u m p t io n ,  s i n c e  i n  a n y  L a p la c e  t r a n s f o r m a t i o n  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  may b e  s e t  e q u a l  t o  z e r o .  T h e n , a f t e r  o b t a i n i n g  t h e  s o l u ­
t i o n  o n  t h e  b a s i s  o f  t h i s  a s s u m p t io n ,  t h e  f i n a l  s o l u t i o n  i s  s im p ly  
o b t a i n e d  by  a d d in g  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  t o  t h e  a b o v e  s o l u t i o n .
A p p l i c a t i o n  o f  th e o r e m s  2 a n d  3 t o  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  





t ;- a “  ^  [ ( ,  -  k 2S3 <y)) *0  -  (h2 s  +  k i  + k 2s 3 w )  *9
+ k 2 S2 ( y )«  -  H2S4 (y)V g ( s ) ]
= [k 2S3 ( y ) * c  + k 2 S3 l y l i ,  -  ( H3 s  + k 2S2<y>)
>]-  H3 S5 (y)V g ( s ) |  (3 -4 7 )
H e re  (y) t h r o u g h  S ,.(y )  a r e  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t  d e f i n e d  b y  
e q u a t i o n s  ( 2 - 2 4 ) .
F . F r e q u e n c y  R e s p o n s e
T he m e th o d  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  h e a t  
e x c h a n g e r  s y s te m  i s  t h e  c o m p le x  d o m a in  s o l u t i o n  t e c h n iq u e  a s  r e p o r t e d  
b y  F o s s  a n d  S i n a i  ( 3 8 ) .  To im p le m e n t  t h e  t e c h n i q u e ,  t h e  L a p l a c i a n  
o p e r a t o r  s  i s  s u b s t i t u t e d  b y  ja i  (w h e re  j  = / - I  , a n d  oj i s  t h e  f r e ­
q u e n c y  i n  r a d i a n s / m i n . )  i n t o  e q u a t i o n s  ( 3 - 4 7 ) .  A l l  t h e  d e p e n d e n t
v a r i a b l e s ,  T ( y , j w ) ,  T ( y , j w ) ,  m ( y , j a j ) ,  a n d  t h e  v e l o c i t i e s  V ( jo )  a n d  c  g  c
Vg (jw ) a r e  now c o m p le x  v a r i a b l e s .  T h e s e  v a r i a b l e s  may b e  r e p r e s e n t e d  
b y  t h e i r  r e a l  a n d  im a g in a r y  c o m p o n e n ts  a s  f o l l o w s :
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T =  TCR + jT C I  c
Tg  =  TGR + jT G I
m =  MR + jM I (3 -4 8 )
Vc  =  VCR + jV C I
V =  VGR + jV G I 
9
H e re  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  a l l  t h e  v a r i a b l e s  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  
e q u a t i o n s  (3 -4 8 )  a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  y  e x c e p t  t h e  
v e l o c i t y  c o m p o n e n ts  w h ic h  a r e  in d e p e n d e n t  o f  y .  T h e s e  c o m p le x  
v a r i a b l e s  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( 3 -4 7 )  . The 
r e s u l t  i s
. d  d
j r - T C I  + -t -TCR J d y  dy = —k=- fjH.U) +  k j  (TCR + jT C l)H;,VC L 1 *■'
-  k ^ T G R  + jT G l)  -  H jS ^ y j f v C R  + jV C l)J
j 3 y rG I + ^ TGR = ^  [ K  "  k 2S3 ( y ) ) ^TCR + jT C I)
-  ( jH 20 ) +  k x + k 2S3 (y ))(T G R  + jT G l)
+  k 2S 2 (y)(M R  + jM l)  -  H2S4 (y)(VGR + jV G l)J  
j ~ M I  + j^M R = ^ 4 r -  [k 2S3 (y ) (TCR + jT C l)  + k 2 (TGR + jT G l)
-  ( jH 3OJ + k 2S2 (y ))(M R  + jM l) -  H3 S5 (y )(v G R  + jV G l)J
(3 -4 9 )
M u l t i p ly i n g  t h e  t e r m s  i n  t h e  b r a c k e t s , s u b s t i t u t i n g  j 2 = - 1  w h e re v e r  
i t  a p p e a r s ,  an d  f i n a l l y  s e t t i n g  t h e  r e a l  a n d  im a g in a r y  p a r t s  i n  b o th  
s i d e s  o f  q u a l i t y  s i g n s  e q u a l  t o  e a c h  o t h e r  ( d e f i n i t i o n  o f  e q u a l i t y  o f
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tw o c o m p le x  v a r i a b l e s )  y i e l d s
J L  TCI = [k-jTCI + iijOa TCR -  ^ T G I  -  H ^ S ^ y J V C lj
TCR = —% r- -  H.WTCI + k  TCR -  k  TGR -  H .S . (y)VCR
d y  H.V L I  1 1 1 1  J
1  C
JjL TGI = - 4 -  ^  -  k 2 S3 (y ))T C I  -  (kx + k 2S3 (y ))T G I  -  ^WTGR
2 g
+ k 2S2 (y)M I -  H2S4 (y)V G lJ
^  TGR = [ ( k x -  k 2 S3 (y))T C R  + H ^ T G I -  + k 2S3 (y))T G R
2 g
»]+ k 2 S2 (y)MR -  H2S4 (y)VGR|
^ MI = i V  [k 2S3 W T C I  + k 2s 3 (y >TGI -  k 2 S2 (y )M I -  H
3 g
’]-  H3 S5 (y )V G l|
MR = - 4 -  hc2S3 (y)TCR + k ^ t y j T G R  + H ^ M I -  k ^ t y j M R
H3v g
■]-  H3S5 (y)VGR| (3 -5 0 )
E q u a t io n s  ( 3 -5 0 )  fo rm  a  s y s te m  o f  s i x  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  w i t h  s p l i t  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s .  To o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  d a t a ,  t h e s e - e q u a t i o n s  m u s t  b e  s o lv e d  s i m u l t a n e o u s l y  f o r  e v e r y  
f r e q u e n c y  un The b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a r e  s p e c i f i e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  
i n p u t  v a r i a b l e  w hose  e f f e c t  o n  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  i s  b e in g  s o u g h t .
To o b t a i n  t h e  e f f e c t  o f  e a c h  i n p u t  v a r i a b l e  o n  t h e  o u t p u t
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v a r i a b l e s ,  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h i s  i n p u t  v a r i a b l e  i s  s e t  e q u a l  t o  a  c o n ­
s t a n t  o r  s im p ly  o n e  a n d  i t s  im a g in a r y  p a r t  p l u s  t h e  r e a l  a n d  im a g in a r y  
p a r t s  o f  a l l  o t h e r  i n p u t  v a r i a b l e s  a r e  s e t  e q u a l  t o  z e r o .  T h i s  i s  
e q u i v a l e n t  t o  h a v in g  t h e  s y s te m  f o r c e d  b y  a  d e l t a  f u n c t i o n  s i n c e  t h e  
F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  d e l t a  f u n c t i o n  i s  r e a l  a n d  e q u a l  t o  i t s  s t r e n g t h .  
I f  t h e  c o n s t a n t  i s  t a k e n  t o  b e  o n e ,  t h e  r e s u l t i n g  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
d a t a  w i l l  b e  t h a t  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  o t h e r w i s e  t h e  m a g n i tu d e  
s h o u ld  b e  d i v i d e d  b y  t h e  c o n s t a n t .
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  t r a n s f e r  
f u n c t i o n s  G ^ ts )  th r o u g h  G ^ (s )  ( d e f in e d  i n  T a b le s  4 th r o u g h  8 ) ,  u s in g  
t h e  c o m p le x  d o m a in  s o l u t i o n  t e c h n i q u e ,  t h e  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  T a b le  9 
w e re  im p o se d  o n  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( 3 - 5 0 ) .  O nce t h e  s y s te m  o f  
e q u a t i o n s  ( 3 -5 0 )  a r e  s o lv e d  f o r  d i s c r e t e  v a l u e s  o f  (0 , t h e  m a g n i tu d e  
a n d  p h a s e  a n g le  i s  c a l c u l a t e d  a s  f o l l o w s :
H e re  FORCV i s  t h e  f o r c i n g  v a r i a b l e  a n d  i t  i s  e q u a l  t o  t h e  n o n - z e r o  
e le m e n t  o f  e a c h  co lu m n  i n  T a b le  9 .
A f t e r  o b t a i n i n g  t h e  m a g n i tu d e  a n d  t h e  p h a s e  a n g l e ,  o n e  may t r y  
t o  f i t  t h e  d a t a  i n t o  a  p a r t i c u l a r  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e l .  Some o f  
t h e  m o d e ls  w h ic h  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  b y  d i f f e r e n t  a u t h o r s  w e re  d i s ­
c u s s e d  i n  S e c t i o n  A o f  t h i s  c h a p t e r .  O nce t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d el 
i s  c h o s e n ,  som e c r i t e r i a  s u c h  a s  i n t e g r a l  o f  s q u a r e d  t im e  e r r o r ,  
i n t e g r a l  o f  s q u a r e d  e r r o r ,  e t c . ,  may b e  m in im iz e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  m o d e l .  O ne c r i t e r i a  w h ic h  i s  com m only u s e d  i s  t h e
| Gi  ( jtO) | = (M R (y = l))2 + (MI ( y = l) )  /'FORCV
< £  G± ( juj) = t a n  - 1 (m i  ( y = l ) /MR ( y = l ) )
(3 -5 1 )
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m in i m i z a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  o f  s q u a r e d  e r r o r  d e f i n e d  a s :
00
IS E  = |  [ f ( t , y )  -  h ( t , y ) ] 2d t  (3 -5 2 )
0
w h e re
f ( t , y )  = a c t u a l  t im e  r e s p o n s e  o f  t h e  s y s te m
h ( t , y )  = t h e  t im e  r e s p o n s e  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e l .
T a b le  9 . C o n d i t io n s Im posed  o n  E q u a t io n s (3 -5 0 )
C o n d i t i o n s  t o  
o b t a i n :
G1 (jto) G2 ( jo» g»3 (jto) G4 (jw ) Gg (jto)
T C I(y = l) 0 0 0 0 0
T C R (y= l) 1 0 0 0 0
T G I(y= 0) 0 0 0 0 0
TGR(y=0) 0 1 0 0 0
MI (y=0) 0 0 0 0 0
MR(y=0) 0 0 0 .0 5 0 0
VCI 0 0 0 0 0
VCR 0 0 0 0 .0 5 V C 0
VGI 0 0 0 0 0





S c h n e l l ,  u t i l i z i n g  P a r s e v a l ' s  th e o r e m , h a s  show n t h a t  t h e  f r e ­
q u e n c y  d o m ain  e q u i v a l e n t  o f  e q u a t i o n  (3 -5 2 )  i s  g i v e n  b y :
00
ISEF = |  [G2 -  2GH c o s  (6 -  ^ )  + H2] dU) ( 3 -5 3 )
0
w h e re
G = |F  ( j  to) | ■ a c t u a l  m a g n i tu d e  o f  s y s te m  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
H = | H ( j  to) | *  t h e  m a g n i tu d e  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e l
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0 = a c t u a l  p h a s e  a n g le  o f  t h e  s y s te m  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
4> = t h e  p h a s e  a n g l e  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e l .
T he a p p r o x im a t io n  o f  t h e  s y s t e m 's  d y n a m ic s  b y  a  p a r t i c u l a r  
m o d e l i s  n o t  b e in g  p e r f o r m e d  i n  t h i s  r e s e a r c h ;  h o w e v e r , e q u a t i o n  (3 -5 3 )  
i s  u s e d ,  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r ,  t o  e v a l u a t e  t h e  c o n t r o l l e r  p a r a m e te r s  
fro m  i t s  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a .
R e g a r d l e s s  o f  t h e  i n p u t  v a r i a b l e  w hose  e f f e c t  o n  t h e  o u t p u t  
v a r i a b l e  i s  b e in g  s o u g h t ,  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  (3 -5 0 )  h a s  s p l i t  
b o u n d a ry  c o n d i t i o n s .  T h e re  a r e  tw o u n s p e c i f i e d  c o n d i t i o n s  a t  y=0 
(TCE, a n d  T C R ). E q u a t io n s  ( 3 - 5 0 ) ,  s u b j e c t  t o  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  
T a b le  9 , w e re  s o lv e d  n u m e r i c a l l y .  G i l l ' s  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  f o u r t h  
o r d e r  R u n g a - K u tta  w e re  u s e d .  The s h o o t i n g  m e th o d , a s  w as d i s c u s s e d  
i n  S e c t i o n  D o f  C h a p te r  I I ,  w as u s e d .  The a l g o r i t h m  t o  a d j u s t  t h e  
a s su m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s  t h e  w e l l  known N ew to n -R ap h so n  m eth o d  
w h ic h  i s  d e v e lo p e d ,  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  n  unknow n i n i t i a l  c o n d i ­
t i o n s ,  i n  A p p e n d ix  B . The J a c o b i a n  m a t r i x  J  w a s  e v a l u a t e d  n u m e r i c a l ly  
w i t h  t h e  i n c r e m e n t  o f  0 .0 5 .  I t s  i n v e r s i o n  w as c a r r i e d  o u t  by  t h e  
G a u s s - J o r d a n  e l i m i n a t i o n  m eth o d  ( 6 ) ,  a n d  a  g e n e r a l  c o m p u te r  r o u t i n e  
t h a t  g i v e s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  m a t r i x  a s  w e l l  a s  t h e  in c r e m e n t  v e c t o r  
o f  m i s s in g  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s  t a k e n  fro m  t h e  sam e r e f e r e n c e .
F o r  a l l  f r e q u e n c y  to, t h e  a s su m e d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  (T C I(y = 0 ) ,
a n d  T C R (y= 0)) a t  t h e  s t a r t  o f  t h e  s o l u t i o n  w e re  s e t  e q u a l  t o  z e r o .  The
- e
t o l e r a n c e  u s e d  w a s , a s  b e f o r e ,  e q u a l  t o  10  . T he h e a t  e x c h a n g e r  w as
d i v i d e d  i n t o  80  e q u a l  s e g m e n ts  t o  c a r r y  o u t  a n y  n u m e r ic a l  s o l u t i o n  i n  
t h i s  s t u d y  e x c e p t  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
i n  w h ic h  t h e  s y s te m  w as d i v i d e d  i n t o  4 0  e q u a l  s e g m e n ts .  T he c o m p u te r
80
p ro g ra m  f o r  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s te m  e q u a t i o n s  w as v a l i d a t e d  b y  a  
p ro b le m  w i t h  know n a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  ( 1 2 ) .
G . D i s c u s s i o n  o f  t h e  R e s u l t s
I n  s e c t i o n  B o f  t h i s  c h a p t e r ,  t h r e e  b a s i c  a s s u m p t io n s  w h ic h  a r e  
t h e  f o u n d a t i o n  o f  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l w e re  g i v e n .  The f i r s t  
tw o a r e  t h e  v i t a l  o n e s ,  a n d  t h e  t h i r d  o n e  l i m i t s  t h e  c l a s s  o f  s y s te m  
t h a t  c a n  b e  t r e a t e d  b y  t h e  T a y lo r  m o d e l .  To s a t i s f y  t h e  l a t e r  a ssu m p ­
t i o n  f o r  t h e  s y s te m  u n d e r  s t u d y ,  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  (2 -1 0 )  w e re  
m u l t i p l i e d  b y  X . I t  w as m e n t io n e d  i n  t h e  e a r l i e r  p a r t  o f  t h i s  c h a p t e r  
t h a t  p h y s i c a l  i n t u i t i o n  may b e  n e e d e d  i n  d e v e lo p in g  t h e  m o d e l f o r  m ore  
c o m p l ic a t e d  s y s te m s .  A d d i t i o n a l l y ,  i t  i s  r e p o r t e d  b y  G o u ld  (12 ) a n d  
R o s e n b ro c k  (27) t h a t  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  a p p r o x im a t io n  o f  a  h e a t  e x ­
c h a n g e r  r e p r e s e n t s  a d e q u a t e l y  t h e  d y n a m ic s  o f  t h e  s y s te m  a s  lo n g  a s  
t h e  num ber o f  t r a n s f e r  u n i t s  ( e . g . ,  = k ^L/H ^V c  , N2 = k jL /H jV  )
a r e  g r e a t e r  t h a n  tw o . O nce u s e  i s  m ade o f  t h e  f i r s t  a s s u m p t io n  i n  
t r a n s f o r m i n g  t h e  s y s t e m 's  e q u a t i o n s  i n t o  a  m o v in g  c o o r d i n a t e  w h ic h  
f o r c e s  t h e  s y s te m  i n t o  e q u i l i b r i u m ,  t h e  s e c o n d  a s s u m p t io n  m u s t  b e  i n ­
v o k e d  t o  o b t a i n  t h e  v e l o c i t y  b y  w h ic h  t h e  c o o r d i n a t e  i s  m o v in g . T h is  
a s s u m p t io n  c a n n o t  a lw a y s  b e  s a t i s f i e d .  H e r e ,  t h e  n e e d  f o r  p h y s i c a l  
i n t u i t i o n  o r  t h e  r e q u i r e m e n t  f o r  t h e  m a g n i tu d e  o f  t h e  num ber o f  t r a n s ­
f e r  u n i t s  becom e e s s e n t i a l .  I n  t h i s  s t u d y ,  a n  a t t e m p t  w as m ade t o  
e l i m i n a t e  t h e s e  l i m i t a t i o n s .  T h is  w as  a c c o m p l i s h e d  b y  m o d if y in g  t h e  
s e c o n d  a s s u m p t io n  th r o u g h  i n t r o d u c t i o n  o f  new p a r a m e t e r s  ( e . g . ,  C2 '
a n d  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 3 - 1 1 ) ) .
A s y s t e m a t i c  a p p r o a c h  w as  c h o s e n  i n  d e v e lo p i n g  t h e  T a y lo r  d i f f u ­
s i o n  m o d e l .  A w e ig h te d  m ean  v a r i a b l e  w as f i r s t  d e f i n e d  ( e q u a t io n  ( 3 - 1 0 ) ) .
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U se  w as m ade o f  t h e  f i r s t  a s s u m p t io n  t o  t r a n s f o r m  t h e  s y s t e m 's  e q u a t i o n  
i n t o  a  m ov ing  c o o r d i n a t e  s y s te m  t r a v e l i n g  by  a n  u n d e f in e d  m ean v e l o c i t y .  
To e v a l u a t e  t h i s  v e l o c i t y ,  t h e  m o d i f i e d  s e c o n d  a s s u m p t io n  ( e q u a t io n  
( 3 - 1 1 ) )  w as in v o k e d .  T he m a in  p ro b le m  w as i n  t h e  e s t i m a t i o n  o f  t h e s e  
a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  (£ ^ , C2 » a n d  C g )-  I n  s e c t i o n  D o f  t h i s  c h a p t e r ,  
t h e  g e n e r a l  p r o c e d u r e  o f  o b t a i n i n g  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  G ^ s )  th r o u g h  
G ^ (s ) w as g i v e n .  The fo rm  a n d  t h e  c o r r e s p o n d in g  d a t a  o f  t h e s e  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n s  a r e  g i v e n  i n  T a b le s  4 th r o u g h  8 . F o u r  d i f f e r e n t  c a s e s  
w e re  i n v e s t i g a t e d  i n  e v a l u a t i n g  t h e  p a r a m e t e r s  C2 » a n d  • T h e se  
a r e  g iv e n  i n  s e c t i o n  D . C a s e  I  i s  b a s e d  o n  t h e  u n m o d if ie d  s e c o n d  
a s s u m p t io n .  C a s e  I I I  i s  o n  t h e  b a s i s  o f  p h y s i c a l  i n t u i t i o n .  C a s e s  I I  
a n d  IV w e re  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s .  T he  i d e a  s te m s  fro m  e q u a t i o n s  (3 -1 1 )  
w h e re  t h e y  a r e  f i r s t  i n t r o d u c e d .  I f  t h e s e  r e l a t i o n s  a r e  a lw a y s  s a t i s ­
f i e d  a p p r o x i m a t e ly ,  t h e n  t h e y  m u s t  b e  s o  i n i t i a l l y .  A d d i t i o n a l l y ,  i t  
i s  show n b y  e q u a t i o n s  (3 -7 )  t h a t  t h e  a x i a l  g r a d i e n t s  i n  t h e  a c t u a l  a n d  
m o v in g  c o o r d i n a t e  a r e  e q u a l .  C o n s e q u e n t ly  o n e  may u s e  t h e  sam e r e l a ­
t i o n s h i p  ( e q u a t io n s  ( 3 - 1 1 ) )  t o  o b t a i n  t h e s e  p a r a m e t e r s  b y  u s in g  t h e  
i n i t i a l  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n .  I f  t h e  p a r a m e t e r s  do  n o t  e x h i b i t  e x ­
tre m e  n o n l i n e a r i t y ,  t h e y  may b e  s u b s t i t u t e d  b y  t h e i r  m ean v a l u e .  T h is  
w as d o n e  i n  C a se  IV  o f  t h i s  s t u d y .  I n  C a s e  I I ,  o n e  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  
(C^) w as a r b i t r a r i l y  s e t  e q u a l  t o  o n e ,  a n d  t h e  o t h e r  tw o w e re  o b t a i n e d  
a s  f o l l o w s .  C o n s id e r  e q u a t i o n s  ( 3 - 1 1 ) ,  s i n c e  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f
t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  t h e  sam e t h e n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  m u s t  e q u a l  t o
36 t c  36 t  35m
e a c h  o t h e r  ~ 5 2  ~ 3 y ^  ”  ^ 3  "3 y^ * s *n c e  11218  b e e n  s p e c i f i e d ,
t h e n  an d  £ 3  c a n  b e  c a l c u l a t e d  b y  u s i n g  t h e  i n i t i a l  s t e a d y  s t a t e  
s o l u t i o n  t o  e v a l u a t e  t h e  a x i a l  g r a d i e n t s .  I n  t h i s  c a s e  e v a l u a t i o n  o f
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t h e  a x i a l  g r a d i e n t  o f  t h e  w e ig h te d  v a r i a b l e  ■ ^  1 i s  n o t  n e c e s s a r y .  
S y s te m s  w h e re  t h e s e  p a r a m e t e r s  e x h i b i t  e x tre m e  n o n l i n e a r i t y  a r e  d i s ­
c u s s e d  i n  C h a p te r  V . By t h e  a p p ro a c h  c h o s e n  i n  t h i s  s t u d y ,  o n e  n e e d  
n o t  b e  c o n c e r n e d  a b o u t  u s in g  p h y s i c a l  i n t u i t i o n  i n  s a t i s f y i n g  t h e  
s e c o n d  a s s u m p t io n .
To s tu d y  t h e  r e l a t i v e  m e r i t s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  c a s e s ,  t h e  p l o t s  
o f  t h e  m a g n i tu d e  a n d  t h e  p h a s e  a n g le  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  G ^ s )
th r o u g h  G _ (s )  v e r s u s  f r e q u e n c y  to w e re  o b t a i n e d .  The r e s u l t s  a r e  show n 5
i n  F i g u r e s  3 -1  th r o u g h  3 - 3 2 .  I n  e a c h  f i g u r e ,  t h e r e  a r e  f o u r  d i f f e r e n t  
c u r v e s .  One c u r v e  r e p r e s e n t s  t h e  r e s u l t  o f  t h e  co m p lex  d o m ain  s o l u t i o n  
w h ic h  i s  u s e d  a s  a  c o m p a r is o n  b a s e  t o  v a l i d a t e  t h e  r e l a t i v e  a c c u r a c y  o f  
t h e  i n d i v i d u a l  c a s e s  o f  e a c h  t r a n s f e r  f u n c t i o n .  The o t h e r  t h r e e  c u r v e s  
a r e  t h e  r e s u l t  o f  T a y lo r  d i f f u s i o n  a p p r o x im a t io n  a s s o c i a t e d  w i t h  o n e  
s e t  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  ( e q u a t io n s  ( 3 - 2 8 ) )  and  r e t a i n i n g  t h r e e  
th r o u g h  f i v e  e i g e n v a l u e s .  The p l o t s  o f  t h e  o t h e r  s e t  o f  t r a n s f e r  
f u n c t i o n s  o b t a i n e d  b y  t h e  u s e  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  ( e q u a t i o n s  ( 3 - 2 9 ) )  
w e re  n o t  o b t a i n e d ,  s i n c e  t h e  tw o s e t s  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  a r e  a p p r o x i ­
m a te ly  e q u a l .  C a s e  I  r e s u l t e d  i n  a  s e t  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  w h ic h  
e x h i b i t  q u i t e  d i f f e r e n t  c h a r a c t e r i s t i c s  t h a n  t h a t  o f  t h e  a c t u a l  o n e s .  
T h is  f u r t h e r  s t r e n g t h e n s  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  s e c o n d  a s s u m p t io n .
C a s e s  I I  th r o u g h  IV a d e q u a t e l y  r e p r e s e n t  t h e  d y n a m ic s  o f  t h e  s y s te m .
N o te  t h a t  f o r  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  G . ( s) a n d  G _ (s)  r e l a t i n g  t h e  o u t -4 D
p u t  v a r i a b l e  6 m ( y = l , t )  t o  t h e  c o o l a n t  a n d  g a s  v e l o c i t y ,  o n l y  t h e  p l o t s  
f o r  C a s e s  I  a n d  I I I  a r e  r e p o r t e d  h e r e  s i n c e  C a s e s  I I  a n d  IV r e s u l t e d  i n  
u n s t a b l e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  ( s e e  T a b le s  7 an d  8 ) .  T h is  i s  n o t  s u r p r i s ­
in g  s i n c e  t h e  a x i a l  g r a d i e n t s  e x h i b i t  s u c h  a  s e v e r e  n o n l i n e a r i t y  t h a t
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t h e  a v e r a g in g  o f  t h e  p a r a m e t e r s  ? 2 , a n d  ? 3 l o s e s  i t s  s i g n i f i c a n c e .  
H e re , i t  i s  u n d e r s to o d  t h a t  i n  C a s e s  I I  a n d  IV , t h e  p a r a m e te r s  ? 2 , 
a n d  C3 a r e  e v a l u a t e d  s e p a r a t e l y  f o r  e a c h  t r a n s f e r  f u n c t i o n  ( i n  C a se  I I ,  
i s  s e t  e q u a l  t o  o n e ) . I n  o t h e r  w o rd s ,  t h e  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  
(3 -4 6 )  s u b j e c t  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  T a b le  3 m u s t 
b e  s o lv e d  t o  o b t a i n  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n s .  On t h e  c o n t r a r y ,  t h e s e  
p a r a m e te r s  a r e  c o n s t a n t  i n  C a s e s  I  a n d  I I I  f o r  a l l  t h e  t r a n s f e r  f u n c ­
t i o n s .  C a s e s  I I  a n d  IV g i v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  f o r  a l l  t h e  i n p u t s  
o t h e r  t h a n  t h e  v e l o c i t i e s ,  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  C a se  I I I  a r e  s a t i s f a c t o r y  
f o r  a l l  t h e  i n p u t s .  C o n s e q u e n t ly  o n e  may c o n c lu d e  t h a t  o n c e  t h e  
p a r a m e te r s  a r e  e v a l u a t e d  u s i n g  t h e  t e c h n i q u e  o f  C a se  I I  o r  IV , t h a t  f o r  
a n y  i n p u t  o t h e r  t h a n  t h e  v e l o c i t y  t h e y  m ay b e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n  r e l a t i n g  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  t o  t h e  v e l o c i t y .
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CHAPTER IV
INVARIANCE CONTROLLERS
A .' I n t r o d u c t i o n
The d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t e c h n i q u e  o f  C h a p te r  I  f o r  d e ­
s i g n i n g  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  t o  a  d i s t r i b u t e d  p a r a m e t e r  s y s te m  r e ­
q u i r e s  a  k n o w le d g e  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  r e l a t i n g  i n p u t  t o  o u t p u t  
v a r i a b l e s .  B e c a u s e  o f  t h e  c o m p le x i ty  o f  t h e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n  o f  
t h e s e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  i t  h a s  b e e n  a  common p r a c t i c e  t o  a p p ro x im a te  
t h e  d y n a m ic s  o f  t h e  s y s te m  b y  s im p l e r  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e ls .  The 
c a s e  w h e re  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s  o c c u r  a s  c h a n g e s  i n  t h e  b o u n d a ry  c o n d i ­
t i o n s  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  d i f f e r e n t  r e s e a r c h e r s ,  a n d  a  v a r i e t y  o f  
t r a n s f e r  f u n c t i o n  m o d e ls  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d .  T h e s e  w e re  d i s c u s s e d  i n  
s e c t i o n  A o f  C h a p te r  I I I .  T he l i t e r a t u r e  s e a r c h  r e v e a l e d  l i t t l e  e f f o r t  
i n  d e v e lo p in g  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  f o r  t h i s  t y p e  o f  s y s te m s  w h e re  t h e  
i n p u t  i s  t h e  f l u i d  v e l o c i t y  a n d  t h e r e f o r e  no  p a r t i c u l a r  t r a n s f e r  f u n c ­
t i o n  m o d e l h a s  b e e n  s u g g e s te d  p r e v i o u s l y .
F o r  t h e  s y s te m  u n d e r  s t u d y ,  t h e  m a n ip u la t e d  v a r i a b l e  i s  t h e  
c o o l a n t  f l u i d  v e l o c i t y .  The lo a d  d i s t u r b a n c e s  a r e  c h a n g e s  i n  i n l e t  g a s  
a n d  c o o l a n t  t e m p e r a t u r e ,  i n l e t  m ass  f r a c t i o n  o f  w a t e r ,  a n d  g a s  v e l o c i t y .  
T he c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  i s  t h e  o u t l e t  m a ss  f r a c t i o n  o f  w a te r  6 m ( y = l , t )  
w h ic h  i s  t o  b e  h e ld  i n v a r i a n t  i n  t h e  f a c e  o f  t h e  a b o v e  d i s t u r b a n c e s  
e n t e r i n g  t h e  s y s te m .
I n  t h i s  r e s e a r c h  n e i t h e r  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  fro m
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t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l ,  n o r  t h e  d i s c r e t e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  
o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  f ro m  th e  co m p lex  d o m ain  s o l u t i o n  
t e c h n i q u e  w e re  u s e d  i n  d e s i g n i n g  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s .  The t r a n s f e r  
f u n c t i o n s  o b t a i n e d  f ro m  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m odel a r e  v a l i d  i n  t h e  low  
f r e q u e n c y  r e g i o n .  C o n s e q u e n t ly ,  i f  o n e  u s e s  them  t o  d e s ig n  i n v a r i a n c e  
c o n t r o l l e r s ,  t h e  c o n t r o l l e r s  s o  d e s ig n e d  w i l l  b e  s e r i o u s l y  i n  e r r o r  
d u r i n g  u p s e t s  w h ic h  c o n t a i n  s i g n i f i c a n t  e n e rg y  h a v in g  h ig h  f r e q u e n c y  
c o n t e n t .  T h is  w as t h e  p r i n c i p a l  r e a s o n  t h a t  t h e s e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  
w e re  n o t  u s e d  t o  d e s i g n  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s .  A f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
t e c h n i q u e  f o r  d e s i g n i n g  a  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l l e r  f o r  a  d i s t i l l a t i o n  
c o lu m n  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  b y  L u y b en  ( 2 4 ) .  The t e c h n iq u e  i s  p r i n c i p a l l y  
t h e  sam e a s  t h e  o n e  g i v e n  i n  C h a p te r  I .  I t  r e q u i r e s  t h e  f r e q u e n c y  r e ­
s p o n s e  d a t a  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  r e l a t i n g  t h e  d i s t u r b a n c e  a n d  
m a n ip u la t e d  v a r i a b l e  t o  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e .  T h is  t e c h n i q u e  w as m o d i­
f i e d  i n  t h i s  s tu d y  a n d  w as a p p l i e d  t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  i n v a r i a n t  
c o n t r o l l e r s .  H e re  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  t h e  m a n ip u la te d  
v a r i a b l e  w h ic h  m ak es  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  i n v a r i a n t  i s  f i r s t  o b t a i n e d .  
T h e s e  d a t a  a r e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  co m p lex  d o m ain  e q u a t i o n s ,  d e ­
v e lo p e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  b o u n d a ry  c o n d i ­
t i o n s .  T h is  t e c h n i q u e  w i l l  b e  e x p l a i n e d  i n  d e t a i l  l a t e r  i n  t h e  f o l l o w ­
i n g  s e c t i o n .
I n  o r d e r  t o  s tu d y  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e s e  c o n t r o l l e r s ,  t h e  
t im e  r e s p o n s e  o f  t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  ( o u t l e t  m ass f r a c t i o n  o f  w a te r )  
t o  s t e p  c h a n g e s  i n  l o a d  d i s t u r b a n c e s  w e re  o b t a i n e d  b o t h  w i t h  a n d  w i t h ­
o u t  t h e  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r .  T h e s e  r e s p o n s e s  w e re  co m p ared  g r a p h i c a l l y .  
A d d i t i o n a l l y ,  t h e  f o l l o w i n g  c r i t e r i o n  w as e v a lu a t e d  t o  q u a n t i t a t i v e l y
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d e f i n e  t h e  c o n t r o l l e r  e f f e c t i v e n e s s :
I I
E = u c x  1 0 0 (4 -1 )I u
w h e re  E i s  t h e  c o n t r o l l e r  e f f i c i e n c y ,  I u  i s  t h e  i n t e g r a t e d  a b s o l u t e
v a lu e  o f  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  w h ic h  i s  t o  b e  h e l d  i n v a r i a n t  b u t  u n d e r
c o n d i t i o n s  o f  no c o n t r o l ,  a n d  I i s  t h e  i n t e g r a t e d  a b s o l u t e  v a l u e  o f
t h i s  sam e o u t p u t  v a r i a b l e  u n d e r  c o n d i t i o n s  o f  c o n t r o l .  I n  o t h e r  w o rd s ,
i f  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  i s  t r u l y  i n v a r i a n t ,  t h e n  I  = 0 ,  a n d  E = 1 0 0 .c
R e g a r d le s s  o f  how t h e  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  a r e  d e f i n e d ,  t h e  
m a n ip u la te d  v a r i a b l e  o b t a i n e d  b y  t h e  u s e  o f  t h e s e  c o n t r o l l e r s  r e s u l t s  
i n  z e r o  o u t p u t  ( c o n t r o l l e d )  v a r i a b l e  i n  t h e  f a c e  o f  a  m e a s u r a b le  d i s ­
tu r b a n c e  e n t e r i n g  t h e  s y s te m .  C o n s id e r  t h e  s y s te m  u n d e r  s tu d y  w h e re  
t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  i s  t h e  o u t l e t  m a ss  f r a c t i o n  o f  w a te r  S m ( y = l , t ) ,  
an d  t h e  m a n ip u la te d  v a r i a b l e  i s  t h e  c o o l a n t  f l u i d  v e l o c i t y  6Vq (t ) . 
I n v a r i a n c e  c o n d i t i o n s  o f  6 m ( y = l , t )  = 0 i n  t h e  t im e  d o m ain  i s  e q u i v a l e n t  
t o  m ( y = l ,s )  = 0 i n  t h e  L a p la c e  d o m a in . The sam e c o n d i t i o n ,  i n  t h e  f r e ­
q u e n c y  d o m a in , i s  s a t i s f i e d  i f  b o t h  r e a l  a n d  im a g in a r y  p a r t s  o f  
m (y = l ,jw )  a r e  s i m u l t a n e o u s l y  z e r o .  C o n s e q u e n t ly  i f  o n e  c a n  f i n d  th e
f r e q u e n c y  c o m p o n e n ts  o f  t h e  m a n i p u la t e d  v a r i a b l e  V (ju)) t h a t  r e s u l t s  i nc
z e r o  c o m p o n e n ts  o f  m ( y = l ,  j o i ) , t h e n  t h i s  c a n  b e  r e l a t e d  t o  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  o f  t h e  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r  a s  e x p la i n e d  b e lo w .
I n  t h i s  s t u d y ,  o n l y  i n v a r i a n c e  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l l e r s  w e re  d e ­
s ig n e d  an d  t h e i r  e f f e c t i v e n e s s  w as  i n v e s t i g a t e d .  R e p r e s e n t in g  th e  i n ­
v a r i a n c e  f e e d f o r w a r d  c o n t r o l l e r s  b y  GC. ( s ) , G C _ (s ) ,  G C _ (s ) , a n d  G C _(s)X Z 3 D
B . D e s ig n  o f  I n v a r i a n c e  C o n t r o l l e r s
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w h ic h  c o r r e s p o n d  to  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s  T ( y = l , s ) ,  T (y“ l , s ) ,
c  g
m ( y = 0 ,s ) ,  a n d  Vg (s )  r e s p e c t i v e l y ;  t h e n  t h e  g e n e r a l  c o n t r o l  e q u a t i o n  
may b e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s
Vc ( s )  = G C -^s) Tc ( y = l , s )  + GC2 ( s ) Tg ( y = 0 ,s )  + GC3 ( s )  n i(y = 0 ,s )
+ GC ( s i  V ( s )  (4 -2 )5 g
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f  t h e  i n d i v i d u a l  c o n t r o l l e r s ,
o n e  may s e t  a l l  b u t  o n e  i n p u t  v a r i a b l e  e q u a l  t o  z e r o .  T h i s  p r a c t i c e
i s  f e a s i b l e ,  s i n c e  t h e  s y s t e m 's  m ode, w h ic h  i s  u s e d  t o  o b t a i n  V (jw )c
t h a t  m ak es  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  i n v a r i a n t ,  i s  l i n e a r  a n d  t h e  s u p e r p o s i ­
t i o n  p r i n c i p l e  i s  v a l i d .  C o n s id e r  o n e  p a r t i c u l a r  c a s e  w h e re  t h e  n o n ­
z e r o  i n p u t  v a r i a b l e  i s  T ( y = l , s ) ,  t h e n  e q u a t i o n  (4 -2 )  r e d u c e s  t o
c
V ( s )  = G C .( s )  T ( y = l , s )  (4 -3 )
C  X c
S u p p o se  t h a t  V (jw ) w h ic h  m ak es  t h e  o u t l e t  m ass  f r a c t i o n  o f  c
w a te r  i n v a r i a n t  i n  t h e  f a c e  o f  c h a n g e s  i n  i n l e t  c o o l i n g  t e m p e r a t u r e
T ( y = l , s )  h a s  b e e n  o b t a i n e d ;  t h e n  t h e  m a g n i tu d e  a n d  t h e  p h a s e  a n g le  o fc
t h e  c o n t r o l l e r  GC^ (jw ) a r e  s im p ly  o b t a i n e d  b y :  
iG C ^jU ))!
|T  iy»JL,3iuj |C
(4 -4 )
|v c (3 o » l
| t  ( y = l , j t o ) |
^ G C ^ j w )  = < £ v c (ju» -  < £  Tc ( y = l ,  jw)
The f o l l o w i n g  s e c t i o n  d e s c r i b e s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  V ( jw ) w h ic h  m akesc
t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  i n v a r i a n t .
120
C . D e te r m in a t io n  o f  I n v a r i a n c e  V (jw )c
a n d  t h e  I n v a r i a n c e  C o n t r o l l e r s
T he g e n e r a l  s y s te m  e q u a t i o n s ,  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a in , w e re  d e ­
r i v e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  T h e se  a r e  e q u a t i o n s  (3 -5 0 )  w h ic h  w e re  
u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  
G -^ jw ) t h r o u g h  G g ( jw ) .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e :
d  L
—  TCI = -------- [k ,T C I  + H,W TCR -  k .T G I -  H-.S. (y ) VCI]
d y  u rr  1  1  1  1 1H - V 
1  C
J  r
—  TCR = -------- [ -  H. W TCI + k., TCR -  k,TGR -  H ,S , (y ) VCR]d y  H -  1  1  1  I T
1  c
A .  TGI = —3 -  [ ( k x -  k 2 S3 (y ) )  TCI -  (k x + k 2 S3 (y ) )  TGI -  H2W TGR 
H_V
2  g
+ k 2 S2 (y) MI "  H2S4 (y ) V G I 1  
~  TGR = - 3 -  [ ( ^  -  k 2 S 3 ( y ) )  TCR + H2 0 ) TGI -  + k ^ t y ) )  TGR
H2Vg
+ k 2 S2 (y ) MR -  H2 S4 (y) VGR]
~ M I  = [k 2 S3 (y) TCI + k 2 S3 (y) TGI -  k 2 S 2 (y) MI -  HgW MR
H,V
3 g
-  « 3 S5 (y ) VGI]
MR = [ k 2 S3  (y ) TCR + k ^  (y ) TGR + H3W MI -  k 2 S 2  (y ) MR
H3Vg
-  H3 S 5 (y) VGR] (4 -5 )
The t e c h n i q u e  o f  o b t a i n i n g  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  V (jw )c
w h ic h  m ak es  t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  i n v a r i a n t  i s  s i m i l a r  t o  t h e  o n e
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d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  F o f  C h a p te r  I I I *  b u t  w i t h  a  d i f f e r e n t  s e t  o f  
c o n d i t i o n s  im p o sed  o n  e q u a t i o n s  ( 4 - 5 ) .  T h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  g i v e n  i n  
T a b le  1 0 . N o te  t h a t  i n  e v e r y  c o lu m n , t h e  l a s t  tw o ro w s  a r e  s e t  e q u a l  
t o  z e ro  w h ic h  a r e  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  i n v a r i a n c e  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o ­
m a in . I n  c o n t r a s t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  g i v e n  i n  T a b le  9 o f  C h a p te r  I I ,  
w h ic h  w e re  im p o sed  o n  e q u a t i o n s  ( 3 -5 0 )  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
d a t a  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  tw o a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  a r e  a d d e d  
h e r e .  T h e se  a r e  M R (y=l) = 0 ,  a n d  M I(y = l)  = 0 .  T h e re  a r e  tw o a d d i t i o n a l  
unknow ns (VCR an d  VCI) w h ic h  m u s t  b e  d e te r m in e d  t o  s a t i s f y  t h e  a b o v e  
two c o n d i t i o n s .
T a b le  1 0 . C o n d i t io n s  Im p o sed  o n  E q u a t io n s  (4 -5 )  
t o  O b ta in  t h e  F r e q u e n c y  R e s p o n s e  
o f  I n v a r i a n t  C o n t r o l l e r s
G C ^jW ) GC2 (jW) GC3 (jOJ) GCg ( jCO)
T C R (y= l) 1 .0 0 0 0
T C I(y = l) 0 0 0 0
TGR(y=0) 0 1 .0 0 0
T G I(y= 0) 0 0 0 0
MR(y=0) 0 0 0 .0 5 0
MI (y=0) 0 0 0 0
VGR 0 0 0 0 .1  V
g
VGI 0 0 0 0
M R (y= l) 0 0 0 0
MI (y = l) 0 0 0 0
E q u a t io n s  (4 -5 )  s u b j e c t  t o  c o n d i t i o n s  o f  T a b le  10  w e re  s o lv e d  
n u m e r i c a l ly  f o r  d i s c r e t e  v a l u e s  o f  f r e q u e n c y .  I n  s o l v i n g  e q u a t i o n s  
(4 -5 )  w i t h  t h e  a s s o c i a t e d  c o n d i t i o n s ,  t h e r e  a r e  f o u r  unknow ns w h ic h
m u s t b e  d e te r m in e d .  T h e se  a r e  tw o m is s in g  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s ,  TCR a n d  
TCI a t  i n i t i a l  p o i n t  y = 0 , an d  tw o c o o l a n t  v e l o c i t y  c o m p o n e n ts , VCR a n d  
V C I, t o  s a t i s f y  t h e  i n v a r i a n c e  c o n d i t i o n s .  The s h o o t i n g  t e c h n i q u e  w as 
u s e d  i n  s o lv i n g  t h e  e q u a t i o n s  ( 4 - 5 ) .  T h e se  f o u r  unknow ns w e re  assu m ed  
i n i t i a l l y  ( th e y  w e re  s e t  e q u a l  t o  z e ro )  f o r  e v e r y  f r e q u e n c y ,  a n d  t h e  
e q u a t i o n s  w e re  s o l v e d .  I f  t h e  c o m p u ted  c o n d i t i o n s  d i d  n o t  m a tc h  t h e  
o n e s  g i v e n  i n  T a b le  1 0 , t h e  a ssu m e d  unknow ns w e re  a d j u s t e d  a n d  t h e  
s o l u t i o n  w as r e p e a t e d .  G i l l ' s  m o d i f i c a t i o n  o f  f o u r t h  o r d e r  R u n g e -K u tta  
w as u s e d  t o  s o lv e  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( 4 - 5 ) .  A N ew to n -R ap h so n  
t e c h n i q u e ,  d e v e lo p e d  i n  A p p e n d ix  B , w as u s e d  t o  a d j u s t  t h e  a ssu m e d  
u n k n o w n s. H ere  t h e  e r r o r  v e c t o r  h a s  f o u r  e le m e n ts  w h ic h  a r e  t h e  d i f ­
f e r e n c e s  b e tw e e n  t h e  co m p u ted  TCR, T C I, MR, a n d  MI a t  y = l  a n d  t h e  c o r ­
r e s p o n d in g  o n e s  g iv e n  i n  T a b le  1 0 . The J a c o b i a n  i s  a  4 x 4  m a t r i x  a n d  
w as e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y .  T he in c r e m e n t  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  J a c o b i a n  
w as t a k e n  e q u a l  t o  0 .0 5 .  The t o l e r a n c e  u s e d  w as e q u a l  t o  10 - 6 .
O nce VCR a n d  VCI a r e  o b t a i n e d ,  t h e  m a g n i tu d e  a n d  t h e  p h a s e  a n g le  
o f  Vc (jw ) may b e  c a l c u l a t e d  by
|v ( jw ) |  = /  VCR2 + V C I2 
c
(4 -6 )
< * „ « • >  -  t a n -  E L
T hen  e q u a t i o n s  (4 -4 )  w e re  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  
t h e  c o n t r o l l e r  G C ^( jw ) a s  e x p la i n e d  a b o v e .  T he p r o c e d u r e  t o  o b t a i n  t h e  
o t h e r  c o n t r o l l e r s  i s  e x a c t l y  t h e  sam e .
T he m a g n i tu d e  a n d  t h e  p h a s e  a n g le  o f  e a c h  c o n t r o l l e r  a r e  p l o t t e d  
v e r s u s  f r e q u e n c y  w i n  F i g u r e s  4 - 1  th r o u g h  4 - 8 .  A ls o  show n i n  t h e  sam e
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PHASE ANGLE 0F THE CONTROLLER DESIGNED FOR INLETC Q Q L R N T  T E M P E R A T U R E  C H A N G E S
LEGEND
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PHASE ANGLE 0F THE CONTROLLER DESIGNED FOR INLETGRS T E M P E R A T U R E  C H A N G E S
LEGEND 
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M A GN IT UDE OF THE CONT RO LLE R DESIGNED FOR INLET
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PHASE ANGLE 0F THE CONTROLLER DESTGNED FOR INLET
GAS MAS F R A C T I O N  OF  WATER C H A N G E S
LEGEND 
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F i g u r e  4 - 6
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PHASE ANGLE 0F THE CONTROLLER DESIGNED FORGAS V E L O C I T Y  C H A N G E S
LEGEND
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f i g u r e  a r e  t h e  p l o t s  o f  t h e  m a g n i tu d e  an d  t h e  p h a s e  a n g le  o f  t h e  a p ­
p r o x im a te  t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  c o r r e s p o n d in g  c o n t r o l l e r .  The mag­
n i t u d e  o f  t h e  a n a l y t i c a l  c o n t r o l l e r s  e x h i b i t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a  
f i r s t  o r d e r  l e a d  te r m .  T hey  s t a r t  i n c r e a s i n g  v e r y  s lo w ly  i n  t h e  low  
f r e q u e n c y  r e g i o n .  T h is  b e h a v io r  e l i m i n a t e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n y  p r e ­
d i c t o r  e le m e n t s  a s s o c i a t e d  w i th  t h e  c o n t r o l l e r .  T h is  i n d i c a t e s  t h a t  
t h e  c o n t r o l l e r s  a r e  p h y s i c a l l y  r e a l i z a b l e .  A s t h e  f r e q u e n c y  i n c r e a s e s , 
t h e  p h a s e  a n g l e  i n c r e a s e s  a n d  r e a c h e s  a  maximum, th e n  s t a r t s  d e c r e a s ­
in g  ( e x c e p t  f o r  GC_(j w ) ) .  T h is  b e h a v io r  i n d i c a t e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  aD
d e a d  t im e  e le m e n t  a s s o c i a t e d  w i th  t h e  c o n t r o l l e r s .  A l th o u g h  t h e  a p ­
p r o x im a t i o n  o f  t h e s e  c o n t r o l l e r s  b y  PD c o n t r o l l e r  p l u s  a  d e a d  t im e  
e le m e n t  w o u ld  r e s u l t  i n  a  b e t t e r  f i t ,  b e c a u s e  o f  p r a c t i c a l  h a rd w a re  
c o n s i d e r a t i o n s  t h e y  w e re  a p p ro x im a te d  b y  a  c o n v e n t i o n a l  PD c o n t r o l l e r .
I n  a p p r o x im a t in g  t h e s e  c o n t r o l l e r s ,  t h e  e q u iv a l e n c e  o f  t h e  i n t e g r a l  o f  
s q u a r e  e r r o r  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m ain  ( e q u a t io n  ( 3 - 5 3 ) )  w as m in im iz e d .
I t  m u s t  b e  m e n t io n e d  t h a t  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l e r ' s  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  d a t a  b e tw e e n  f r e q u e n c i e s  w=0 t o  w=10 w e re  u s e d  i n  t h e i r  a p p r o x i ­
m a t io n .  The p a r a m e t e r s  o f  t h e  c o n t r o l l e r s  a r e  g iv e n  i n  T a b le  1 1 .
T a b le  1 1 . T he P a r a m e te r s  o f  I n v a r i a n c e  C o n t r o l l e r s




1 0 .2 5 0 6 9 0 .1 4 2 8 0
2 0 .4 6 3 5 5  x 10“ 1 0 .2 4 7 9 4
3 0 .2 4 5 0 9  x 10* 0 .2 4 8 5 2
5 0 .1 0 2 0 1  x 10“ 1 0 .8 6 0 7 8
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As i s  e v i d e n t  fro m  F i g u r e s  4 - 1  t h r o u g h  4 - 8 ,  t h e  f i t  i s  f a i r l y  good  i n  
th e  low  f r e q u e n c y  r e g i o n  b u t  b eco m es p o o r  a t  h ig h  f r e q u e n c i e s .  T h is  
s u g g e s t s  t h a t ,  i n  t im e  d o m a in , t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  
u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  c o n t r o l  b e h a v e s  r a t h e r  p o o r l y  a t  i n i t i a l  t im e  
a n d  im p ro v e s  a s  t im e  i n c r e a s e s .  T h is  i s  f u r t h e r  s t r e n g t h e n e d  by  i n ­
s p e c t i o n  o f  F i g u r e s  4 - 9  th r o u g h  4 -1 2  w h e re  t h e  r e s p o n s e s  o f  t h e  c o n ­
t r o l l e d  v a r i a b l e  6 m ( y = l , t )  t o  a  s t e p  c h a n g e  i n  t h e  i n p u t  v a r i a b l e  a r e  
p l o t t e d  v e r s u s  t im e  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  c o n t r o l  a n d  no c o n t r o l .  I f  
o n e  i s  i n t e r e s t e d  i n  t h e  h i g h  f r e q u e n c y  r e g i o n  a s  w e l l  a s  t h e  low  
f r e q u e n c y  r e g i o n ,  a  d e a d  t im e  e le m e n t  may b e  c o m b in e d  w i t h  t h e  PD c o n ­
t r o l l e r .  I n  t h i s  c a s e  m in i m i z a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  o f  s q u a r e  e r r o r  
b eco m es a  tw o - d im e n s io n a l  o p t i m i z a t i o n  p r o b le m .
I n  o b t a i n i n g  t h e  t im e  d o m ain  r e s p o n s e ,  t h e  s y s te m  o f  l i n e a r
p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  w e re  s o lv e d  n u m e r i c a l l y .  The
f i n i t e  d i f f e r e n c e  f o r  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d ix  A . The
s h o o t i n g  t e c h n i q u e  w as u s e d  t o  s o l v e  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s .  The
N ew to n -R a p h so n  m eth o d  w as u s e d  t o  a d j u s t  t h e  a ssu m e d  m is s in g  b o u n d a ry
c o n d i t i o n  a t  i n i t i a l  p o i n t  (6t  ( y = 0 , t ) ) .  The c o n t r o l l e r  e f f i c i e n c y  Ec
d e f i n e d  b y  e q u a t i o n  (4 -1 )  w as a l s o  e v a l u a t e d  f o r  d a t a  o f  F i g u r e s  4 - 9  
th r o u g h  4 - 1 2 .  I n  e v a l u a t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l e r  e f f i c i e n c y ,  1^ a n d  i ^  
w e re  e v a l u a t e d  b y  u s in g  t h e  t r a p e z o i d a l  r u l e .  The r e s u l t s  a r e  g i v e n  
i n  T a b le  1 2 .
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COMPflRJSON BETWEEN UNCONTROLLED AND CONTROLLED SYSTEM













F i g u r e  4 - 9
0 . 0 0 2.00 1 0 . 0 0<4.00 6 .00TIME IN MINUTES 6 . 0 0
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COMPARISON BETWEEN UNCONTROLLED AND CONTROLLED SYSTEM











F i g u r e  4 -1 0
o,
0 . 0 0 2 .00 4.00 6.00TIME IN MINUTES 1 0 . 0 0B . 0 0
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COMPARISON BETWEEN UNCONTROLLED AND CONTROLLED SYSTEM
RESPONSE TO STEP C H A N GE  IN M (Y=0,T)=0.05
LEGEND .








c o  
c r £
CD.
I—  ' 
LU
F i g u r e  4 -1 1
J. DO B . 0 06 . 0 0 10.004.00TIME IN MINUTES
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C0MPARJSON BETWEEN UNCONTROLLED AND CONTROLLED SYSTEM 










o 5 F i g u r e  4 -1 2
2 . 0 0 U.00 6.00TIME IN M I N U T E S 6 . 0 0 1 0 . 0 0
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T a b le  1 2 . C o n t r o l l e r ' s  E f f i c i e n c y  E
C o n t r o l l e r s  I  I Eu  c
G C ^ s ) 0 .9 9 4 3 9 X O
1 0 .5 4 9 2 8 X 1 0 "  2 9 4 .4
g c2 ( s ) 0 .1 7 8 6 8 X 10“ 1 0 .5 5 0 1 2 X 1 0 " 3 9 0 .8
g c3 ( s ) 0 .1 5 7 4 7 0 .4 8 5 3 7 X 1 0 " 2 9 0 .5
GC5 ( s ) 0 .7 2 2 7 7 X 10“ 1 0 .8 5 0 8 6 X 1 0 " 2 8 8 .2
CHAPTER V
SUMMARY AND CONCLUSION
I n  t h i s  s t u d y ,  a  s h e l l  a n d  tu b e  h e a t  e x c h a n g e r  w as m o d e le d  b y  a  
s e t  o f  t h r e e  n o n l i n e a r  s im u l ta n e o u s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .
The e q u a t i o n s  w e re  l o c a l l y  l i n e a r i z e d  a b o u t  t h e  s t e a d y  s t a t e  o p e r a t i n g  
c o n d i t i o n s .  The s y s t e m 's  e q u a t i o n s  w e re  m o d i f ie d  t o  s a t i s f y  t h e  t h i r d  
a s s u m p t io n ,  g i v e n  i n  s e c t i o n  B o f  C h a p te r  I I I ,  t o  f o r m u l a t e  t h e  p ro b le m  
b y  a  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l .
To d e s i g n  t h e  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  f o r  t h e  s y s te m  u n d e r  s t u d y ,  
tw o d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  w e re  c o n s i d e r e d .  One w as  b a s e d  u p o n  t h e  
t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  u s in g  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  a p p r o x i m a t io n .  
The t e c h n i q u e  w as g e n e r a l i z e d  th r o u g h  i n t r o d u c t i o n  o f  new p a r a m e t e r s  
v i a  m o d i f i c a t i o n  o f  t t i e  s e c o n d  a s s u m p t io n  ( s e c t i o n  B o f  C h a p te r  I I I ) . 
Two d i f f e r e n t  t e c h n i q u e s  w e re  p ro p o s e d  t o  e s t i m a t e  t h e  new  p a r a m e t e r s .  
T h e s e  a r e  g i v e n  i n  s e c t i o n  D o f  C h a p te r  I I I .  M o d i f i c a t i o n  o f  t h e  
s e c o n d  a s s u m p t io n  e n a b le s  o n e  n o t  t o  b e  c o n c e r n e d  a b o u t  u s i n g  p h y s i c a l  
i n t u i t i o n  o r  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  m a g n i tu d e  o f  t h e  num ber o f  t r a n s ­
f e r  u n i t s .  The r e s u l t s  a n d  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  t h e  t e c h n i q u e s  w e re  d i s ­
c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  s e c t i o n  G o f  C h a p te r  I I I .  A l th o u g h  t h e  r e s u l t s  
p r o v e d  t o  b e  p r o m is in g ,  t h e s e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  w e re  n o t  u s e d  t o  d e ­
s i g n  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r s .  T he p r im a r y  r e a s o n  w as t h a t  t h e  t r a n s f e r  
f u n c t i o n s  d e r i v e d  a d e q u a t e l y  r e p r e s e n t e d  t h e  d y n a m ic s  o f  t h e  s y s te m  
o n l y  i n  t h e  lo w  f r e q u e n c y  r e g i o n .  C o n s e q u e n t ly  t h e  i n v a r i a n c e
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c o n t r o l l e r s  d e s ig n e d  b a s e d  u p o n  t h e s e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  w ou ld  b e  
s e r i o u s l y  i n  e r r o r  d u r i n g  u p s e t s  w h ic h  c o n t a i n  s i g n i f i c a n t  e n e rg y  
h a v in g  h ig h  f r e q u e n c y  c o n t e n t .
On t h e  b a s i s  o f  t h e  f i n d i n g s  i n  t h i s  r e s e a r c h ,  t h e  f o l l o w in g  
p r o c e d u r e  i s  recom m ended  i n  d e v e lo p in g  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l t o  
a n y  a r b i t r a r y  p ro b le m :
1 .  C h eck  t o  s e e  i f  t h e  p ro b le m  s a t i s f i e s  t h e  t h i r d  a s s u m p t io n  
( th e  sum o f  a l l  t r a n s f e r  te r m s  i n  a l l  e q u a t i o n s  m u s t b e  z e r o ) . Many 
p r o b le m s ,  i n  t h e i r  o r i g i n a l  fo rm , d o  n o t  s a t i s f y  t h i s  a s s u m p t io n  an d  
f u r t h e r  m o d i f i c a t i o n  may b e  n e c e s s a r y .
2 .  I f  t h e  s y s t e m 's  e q u a t i o n s  a r e  n o n l i n e a r ,  l i n e a r i z e  t h e  e q u a ­
t i o n s  a b o u t  t h e  s t e a d y  s t a t e  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s .  S u b s t i t u t e  t h e  
s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  b y  t h e i r  m ean v a l u e  i f  t h e y  a r e  n o t  s e v e r e l y  
n o n l i n e a r . I f  t h i s  i s  s o , d i v i d e  t h e  s y s te m  i n t o  s e v e r a l  s e c t i o n s .
The m ean v a l u e  f o r  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
v e l o c i t i e s  n e e d  n o t  b e  e v a l u a t e d .
3 .  D e v e lo p  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  m o d e l u s in g  t h e  m o d i f ie d  s e c o n d  
a s s u m p t io n  ( s e e  e q u a t i o n  ( 3 - 1 1 ) ) .
4 .  O b ta in  t h e  a x i a l  g r a d i e n t s  b a s e d  u p o n  t h e  i n i t i a l  s t e a d y  
s t a t e  d i s t r i b u t i o n s  t o  e s t i m a t e  t h e  p a r a m e t e r s  • • • e t c . ,
e i t h e r  b y  t h e  t e c h n i q u e  o f  C a se  I  o r  I I .
The r e s u l t s  may f u r t h e r  b e  im p ro v e d  i f  t h e  i n i t i a l  d i s t r i b u t i o n s  
o b t a i n e d  f ro m  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  a r e  
u s e d .
A p r o c e d u r e  w as d e v e lo p e d  f o r  t h e  d e s i g n  o f  i n v a r i a n t  c o n t r o l l e r s  
b a s e d  u p o n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a n a l y t i c a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  o f
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t h e  c o n t r o l l e r s  t h e m s e lv e s .  H e re  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  t h e  
m a n ip u la te d  v a r i a b l e  t h a t  m ak es  t h e  c o n t r o l l e d  v a r i a b l e  i n v a r i a n t  w e re  
f i r s t  o b t a i n e d .  By d e f i n i n g  t h e  m a n i p u la t e d  v a r i a b l e  i n  t e r m s  o f  t h e  
i n p u t  v a r i a b l e ,  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a t a  o f  t h e  i n v a r i a n c e  c o n t r o l ­
l e r s  w e re  o b t a i n e d .  As w as d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  t h e  
m a g n i tu d e  o f  t h e  c o n t r o l l e r s  e x h i b i t s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a  f i r s t  
o r d e r  l e a d  t e r m .  The b e h a v io r  o f  t h e  p h a s e  a n g l e s  i n d i c a t e s  t h a t  a  
s m a l l  d e a d  t im e  e le m e n t  i s  a l s o  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o n t r o l l e r s .  The 
f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d a ta  o f  t h e  c o n t r o l l e r s  w e re  u s e d  t o  a p p ro x im a te  
t h e  c o n t r o l l e r  t r a n s f e r  f u n c t i o n  b y  m in im iz in g  t h e  i n t e g r a l  s q u a r e  
e r r o r  c r i t e r i a  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a in  ( e q u a t io n  ( 3 - 5 2 ) ) .  A c o n v e n ­
t i o n a l  PD c o n t r o l l e r  was u s e d  a s  a  m o d e l f o r  a l l  t h e  i n v a r i a n t  c o n ­
t r o l l e r s  s i n c e  t h i s  ty p e  h a rd w a re  i s  r e a d i l y  a v a i l a b l e .  The a p p r o x i ­
m a t io n  o f  t h e  c o n t r o l l e r s  b y  c o n v e n t i o n a l  PD c o n t r o l l e r  i s  a d e q u a te  i n  
t h e  low  f r e q u e n c y  r e g i o n  w h i l e  i t  b e c o m e s  p o o r  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s .  
T h is  m a n i f e s t s  i t s e l f  i n  i n i t i a l  d y n a m ic  v a r i a n c e  i n  6m f o r  s t e p  
c h a n g e s  i n  t h e  in co m in g  d i s t u r b a n c e s .  The r e s p o n s e  o f  t h e  s y s te m  im ­
p r o v e s  c o n s i d e r a b l y  a s  t im e  i n c r e a s e s .  I t  w as s u g g e s t e d ,  i n  C h a p te r  IV , 
t h a t  t h e  c o m b in a t io n  o f  a  d e a d  t im e  e le m e n t  w i th  t h e  PD c o n t r o l l e r  may 
r e s u l t  i n  a  b e t t e r  r e s p o n s e  a t  i n i t i a l  t im e  a s  w e l l  a s  t h e  f i n a l  t i m e .  
The c o n t r o l l e r s  may be  f u r t h e r  r e f i n e d  i f  t h e  c o n t r o l l e r  g a i n  i s  s u b ­
s t i t u t e d  b y  t h e  g a i n  o b t a i n e d  f ro m  t h e  s o l u t i o n  o f  n o n l i n e a r  s t e a d y  
s t a t e  e q u a t i o n s .
A m a th e m a t ic a l  m o d e l o f  a n  a c t u a l  p r o c e s s  i s  u s u a l l y  a n  a p p r o x i ­
m a t io n .  To e l i m i n a t e  t h e  e f f e c t s  o f  m o d e l in g  a n d  l i n e a r i z a t i o n  e r r o r ,  
a  c o n v e n t i o n a l  f e e d b a c k  e le m e n t  m ay b e  n e c e s s a r y .  I t  i s  f e l t  t h a t  t h e
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c o m b in a t io n  o f  i n v a r i a n c e  c o n t r o l l e r s  a n d  a  f e e d b a c k  e le m e n t  d e s ig n e d  
b y  u s in g  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  f ro m  t h e  T a y lo r  d i f f u s i o n  
m o d e l w o u ld  c o m p e n s a te  f o r  m o d e l in g  i n a c c u r a c i e s .
NOMENCLATURE
2C r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  to  t h e  c o o l a n t  f l u i d ,  f t
2
C r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  t o  t h e  g a s ,  f t
2
I n s i d e  a n d  o u t s i d e  tu b e  a r e a ,  f t  / f t  
C o n s t a n t  ( e q u a t io n  ( 2 -1 4 ) )
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -3 6 )
S p e c i f i c  h e a t  o f  a  f l u i d ,  t h e  c o o l a n t  a n d  t h e  
g a s ,  B t u / l b s  °P
M o la l  s p e c i f i c  h e a t  o f  g a s ,  B t u / l b  m o le ,  °F
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -1 7 )
A c o n s t a n t  ( e q u a t io n  ( 2 -1 4 ) )
D ia m e te r  o r  e q u iv a l e n c e  d i a m e t e r ,  f t
B in a r y  d i f f u s i v i t y  o f  w a te r  v a p o r  w i t h  h y d r o g e n ,  
f t 2 / h r
C o n s t a n t  ( e q u a t io n  ( 2 -1 4 ) )
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (2 -2 2 )  a n d  (4 -1 )
T r a n s f e r  f u n c t i o n  
M ass f l u i d  v e l o c i t y ,  l b s / h r  f t 2 
I n v a r i a n c e  f e e d f o r w a r d  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  
S te a d y  s t a t e  g a i n
T r a n s f e r  f u n c t i o n s  r e l a t i n g  t h e  o u t p u t  t o  i n p u t s  
( s e e  T a b le s  4 ,  5 , . . . )
H. + H_ + H ,1 2  3
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (2 -1 3 )
I n d i v i d u a l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t s  o f  a  f l u i d ,  
t h e  c o o l a n t  a n d  t h e  g a s  s i d e ,  B t u / h r  f t 2 °f
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (4 -1 )
The J a c o b i a n  m a t r i x ,  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n  (B -2 )
/n r
2
M ass t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  l b  m o le /m in . f t  a tm . 
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -4 5 )
T h e rm a l c o n d u c t i v i t y  o f  a  f l u i d ,  t h e  c o o l a n t  f l u i d  
a n d  t h e  g a s ,  B t u / h r  f t  °F
2
M ass t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  l b  m o le /h r  f t  a tm . 
D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (2 -1 3 )
L e n g th  o f  t h e  s y s te m , f t  
T he im a g in a r y  p a r t  o f  m (y ,jw )
The r e a l  p a r t  o f  m (y ,jw )
L o c a l  m a ss  f r a c t i o n  o f  w a te r  a t  s t e a d y  s t a t e ,  
l b s  w a t e r / l b s  g a s
L o c a l  m a ss  f r a c t i o n  o f  w a te r  a t  s t e a d y  s t a t e ,  
l b s  w a t e r / l b s  g a s
L a p la c e  t r a n s f o r m  o f  6 m ( y , t )
T o t a l  p r e s s u r e  o f  t h e  s y s te m , a tm . A ls o  d e f i n e d  
b y  e q u a t i o n s  (3 -3 3 )
L o c a l  p a r t i a l  p r e s s u r e  o f  w a t e r ,  a tm .
L o c a l  v a p o r  p r e s s u r e  o f  w a t e r ,  a tm .
a n d  a t  s t e a d y  s t a t e
P r a n d l t  m o d u lu s , d i m e n s io n l e s s
D e f in e d  b y  e q u a t i o n  (3 -2 4 )
C r i t i c a l  p r e s s u r e  o f  w a t e r ,  a tm .
I d e a l  g a s  c o n s t a n t  
P e r im e te r  o f  t h e  t u b e ,  f t  
S c h m id t m o d u lu s , d i m e n s io n l e s s
S e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 2 -2 4 )
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S2 , S3 A v e ra g e  v a l u e  o f  a n d  S2
s  L a p l a c i a n  o p e r a t o r
T T e m p e r a tu r e ,  °R o r  °k
Tq , Tg L o c a l  c o o l a n t  a n d  g a s  t e m p e r a t u r e ,  °F
T , T T a n d  T a t  s t e a d y  s t a t ee g  e g  2
T , T L a p la c e  t r a n s f o r m  o f  6 t  ( y , t )  a n d  6t  ( y , t )e g  e g
T C I, TGI T he im a g in a r y  p a r t  o f  T ( y , jw )  a n d  T (y ,j to )c  g
TCR, TGR T he r e a l  p a r t  o f  T (y ,jo i)  an d  T (y ,jo i)c  g
t  T im e , m in .
2
U O v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  B tu /m in .  f t  °F
2
u  O v e r a l l  h e a t  t r a n s f e r  c o e f f i c i e n t ,  B t u / h r  f t  °F
V G e n e r a l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  t o  b e  a  f u n c t i o n  o f  t im e
a n d  s p a c e
v  D e f in e d  b y  e q u a t i o n  (3 -1 3 )
VQ, Vg C o o la n t  a n d  g a s  v e l o c i t y ,  f t / m i n .
V , V V a n d  V a t  s t e a d y  s t a t ee g  e g  ■*
V , V L a p la c e  t r a n s f o r m  o f  6V ( t )  a n d  6V ( t )e  g c  c  9
v ^  D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -2 1 )
V C I, VGI T he im a g in a r y  p a r t s  o f  V (jto ) a n d  V (jw )c  g
VCR, VGR T he r e a l  p a r t s  o f  V (jw ) a n d  V (jw )c  g
x T he m o v in g  c o o r d i n a t e  Z + v t .  S ee  a l s o
e q u a t i o n  (2 -1 4 )
y  D im e n s io n le s s  d i s t a n c e  Z /L
Z D i s t a n c e ,  f t
V c i L
a T D e f in e d  b y  e q u a t i o n  (3 -2 1 )
B c 4 / c 3l
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Y V C5L
6 An o p e r a t o r  i n d i c a t i n g  d e v i a t i o n  fro m  s t e a d y
s t a t e  ( e . g . ,  6Tc , <5t ^ ,  6m)
A I n c r e m e n t  ( e . g . ,  Az)
C2 , D e f in e d  b y  e q u a t i o n s  (3 -1 1 )
n 2 r n 2 • • •  E q u a t io n s  (3 -3 5 )
0 v  t / L
m
X H e a t  o f  e v a p o r a t i o n  o f  w a t e r ,  B t u / l b s
U, y  V i s c o s i t y ,  f t / h r
Vr
Vl '  v 2 ' v 2 , . . .  E q u a t io n s  (3 -3 3 )
^ 1 ' ^ 2 '  ^ 2 ' " ’ E^ u a t i o n s  (3 -3 4 )
3
p , p C o o la n t  a n d  g a s  d e n s i t y ,  l b s / f tc  g
t  , T ^ , t 2 D ead t im e  a n d  t im e  c o n s t a n t s
^ 1 ' ^ 2 '  ^ 2  ’ ** E<3u a t i o n s  (3“ 3 7 )
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APPENDIX A
FIN IT E  DIFFERENCE EQUATIONS OF THE SYSTEM
The c e n t e r e d  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s y s te m  o f  p a r t i a l
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 2 -2 6 )  a r e  d e v e lo p e d  h e r e .  R e f e r r i n g  t o  F ig u r e
2 - 8 ,  t h e  c r o s s  p o i n t  i n d i c a t e s  t h e  l o c a t i o n  a b o u t  w h ic h  t h e  f i n i t e
d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  w r i t t e n .  To d e r i v e  t h e s e  e q u a t i o n s ,  t h e  t im e
a n d  s p a c e  d e r i v a t i v e s  i n  e q u a t i o n s  (2 -2 6 )  w e re  s u b s t i t u t e d  f o r  by
t h e i r  e q u iv a l e n c e  fro m  e q u a t i o n s  ( 2 - 2 5 ) .  The d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  6t  ,c
6T a n d  6m w e re  s u b s t i t u t e d  b y  t h e  a v e r a g e  t a k e n  o v e r  t h e  f o u r  g r i d  
p o i n t s  s u r r o u n d in g  t h e  c r o s s  p o i n t .  The r e s u l t s  a r e :
Hl Vc  1 , k l
2At L 2Ay 4
k l  16 t . . — — 6 t  + 0 x  6m. .  = D.
i ' n+1 4 g i , n + l  1 ' n+1 1
k l  "  k 2S3 6t
c i , n + l
» 2  , H2Vg  1 , k l  + k 2 S3
2 A t L 2Ay 4 6 t
i , n + l
k 2S2
a  ^ m - . ,  =  D ?4 x ,n + l  l
k S  
2 3 6t k 2S3
Ci ,n + 1
6 t
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F o r  e a c h  t im e  i n c r e m e n t ,  t h e  s y s te m  o f  s im u l t a n e o u s  a l g e b r a i c
e q u a t i o n s  m u s t  b e  s o lv e d  f o r  i = l , R .  T h e re  i s  o n e  u n s p e c i f i e d  b o u n d a ry
c o n d i t i o n  a t  i n i t i a l  p o i n t  i = 0 .  T h is  i s  6t  . T he s h o o t i n g  t e c h -
C0 ,n + 1
n iq u e  w as  u s e d  t o  s o l v e  t h e s e  s y s te m s  o f  e q u a t i o n s .  I n  o t h e r  w o rd s ,
<$T i s  a s s u m e d . .  T hen  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  ( A - l)  a r e  s o lv e d
C0 ,n + 1
f o r  i = l , R .  O nce t h e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d ,  t h e  c o m p u te d  6t  i s
° R ,n + l
c o m p a re d  w i t h  t h e  s p e c i f i e d  o n e  t o  s e e  i f  t h e  a s su m e d  v a l u e  f o r
6t  h a s  y i e l d e d  t h e  r i g h t  s o l u t i o n .  I f  n o t ,  t h e  a ssu m e d  v a lu e  i s
C0 ,n + 1
a d j u s t e d  u n t i l  t h e  r i g h t  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d .  T he N ew to n -R a p h so n
t e c h n i q u e  w as u s e d  t o  a d j u s t  t h e  a ssu m e d  v a l u e  f o r  6 t  .  I t  i s
C0 ,n + 1
a l s o  u n d e r s to o d  t h a t  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  th r o u g h  S<. a r e
S ^ i A y )  + S1 ( ( i - l ) A y )




An e r r o r  c o lu m n  v e c t o r  ê  o f  d im e n s io n  n  i s  d e f i n e d  w h e re  i t s  
e le m e n ts  a r e  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  c o m p u te d  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  
a n d  t h e  o n e s  s p e c i f i e d  b y  t h e  p ro b le m . R e p r e s e n t in g  t h e  a ssu m e d  i n i ­
t i a l  c o n d i t i o n s  b y  c o lu m n  v e c t o r  x 1 w h e re  t h e  s u p e r s c r i p t  i  s t a n d s  f o r  
i t e r a t i o n  n u m b e r . The e r r o r  v e c t o r  c o r r e s p o n d in g  t o  t h e  a s su m e d  i n i ­
t i a l  c o n d i t i o n s  x 1 w o u ld  b e  e ^ x 1 ) . s u p p o s e  t h a t  t h e  n e x t  a s su m e d  
i n i t i a l  c o n d i t i o n  i s  x 1* * , t h e n  t h e  c o r r e s p o n d in g  e r r o r  v e c t o r  w i l l  b e  
£ ( x 1+ 1) . E x p e n d in g  £ ( x 1+ 1 ) i n  te r m s  o f  T a y lo r  s e r i e s  a n d  k e e p in g  t h e  
f i r s t  tw o  t e r m s  y i e l d s
. i+ 1 .  . i .e ( x  ) = e ( x  ) +
d e
d x x= x
. Ax 
1  — ( B - l )
H e re  Ax =  x 1+ ^ -  x 1 , a n d
3 e
dx
i s  c a l l e d  J a c o b i a n  m a t r i x  a n d  i t  i s
x=x
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3* 2
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w h e re
e.. , j = l » n  a r e  t h e  e le m e n ts  o f  t h e  e r r o r  v e c t o r  e^
Xj , j = l , n  a r e  t h e  e le m e n ts  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  v e c t o r  x
The in c r e m e n t  v e c t o r  Ax i s  s im p ly  o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  t h e  
e r r o r  v e c t o r  <2 (x 1^ )  e q u a l  t o  z e r o  v e c t o r .  By d o in g  s o ,  a n d  t h e n  
s o l v i n g  f o r  Ax y i e l d s
Ax = -  J - 1  e f x 1 ) (B -3)
o n c e  t h e  i n c r e m e n t  Ax i s  c a l c u l a t e d ,  t h e  n e x t  v a l u e  o f  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n  w o u ld  b e :
x i+ 1  = x ^  + Ax (B -4)
A f t e r  x i+ 1  i s  c a l c u l a t e d  t h e  s y s te m  o f  e q u a t i o n s  i s  s o l v e d ,  a n d  t h e  
p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  u n t i l  t h e  c o n v e rg e n c e  w i t h  r e s p e c t  t o  som e 
t o l e r a n c e  i s  r e a c h e d .
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